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 1صفحه ي 

  باسمه تعالي

  بردار ها: فصل اول

   سه بعديفضاي

)},,(|,,{  اعداد حقيقي باشد در اين صورت مجموعه يعه يمجموRاگر  RzyxzyxRRRR ∈=××=
3  

هـر نقطـه در     . فضاي سه بعدي ناميده مي شـود       

فضاي سه بعدي نسبت بـه سـه محـور دو بـه دو           

شخص عمود بر هم كه از يك نقطه مي گذرند، م         

 داراي سـه    3Rمي شود بنابر اين هـر نقطـه در          

 را oz را عرض و   oy را طول ،     ox. مؤلفه است 

  . مي نامند ارتفاع

),,( ooo zyxP  

 لـذا هـشت     در فضاي سه بعدي ، سه صفحه مختصات موجود اسـت و           

توجـه داشـته باشـيد كـه دسـتگاه          .در فضا شكل مي گيـرد     ) ثمن(ناحيه

مختصات سه بعدي راست گرد است يعني بـا انگـشتان دسـت راسـت               

  .جهت مثبت محور ها را مي توان مشخص كرد

  

  

  

  

  

  

Oمبدأ مختصات   

 محور عرضها

 طولهامحور 

 ارتفاع هامحور 

x 

z 

y 

ox 

oy 

oz 

),,( ooo zyxP 

 yzصفحه ي 

 xyصفحه ي 

 xzصفحه ي 

x 

y 

z 
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 2صفحه ي 

  . هر يك از نقاط زير را روي دستگاه مختصات سه بعدي نمايش دهيد:تمرين

),,( 421−C) ج  ),,( 321A) الف  

),,( 500D) د  ),,( 102B) ب  

  :تذكر

 ي نظيـر آن صـفر    ها اگر يك مؤلفه از سه مؤلفه ي نقطه اي صفر باشد،آن نقطه روي صفحه اي قرار مي گيرد كه مؤلفه -1

  .دننباش

 نقطه روي محوري از دستگاه مختصات  قرار مي گيرد كه مؤلفـه ي   اگر دو مؤلفه از سه مؤلفه ي نقطه اي صفر باشند،آن      -2

  .متناظر آن صفر نباشد

***  

  )طول پاره خط( اندازه ي پاره خط 

 دو نقطه در دستگاه مختـصات سـه بعـدي باشـند، در ايـن                AوBاگر

  صورت واضح است كه

222
)()()(|| ABABAB zzyyxxAB −+−+−=

  

 اگر مبدأ مختصات و يك نقطه ي دلخواه در فضا فـرض شـود     :تيجهن

  در اين صورت

222
ooo zyxOP ++=||  

***  

)( اگر :تمرين  3,1,-1A و )(  1,0,2Bطول پاره خط AB را بدست آوريد.  

  

)( به ترتيب تصاوير قائم نقطه ي      Nو M اگر نقاط  :تمرين  23,-4, A  بر صفحات xoz و yoz پـاره خـط     طول . باشند 

MNرا محاسبه كنيد .  
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 3صفحه ي 

  ويژگي هاي طول پاره خط

   سه نقطه فرض شوند، در اين صورتAوB وCاگر

||=0آنگاه روي هم منطبق باشند،AوBاگر)الف AB0يعني. و برعكس=|| AB اگر و فقط اگر BA =  

|||| . برابر استABوBAطول پاره خط هاي) ب BAAB =  

  )نامساوي مثلثي.(در هر مثلث مجموع طولهاي هر دو ضلع از ضلع سوم بزرگتر است) ج

|||||| ACBCAB >+  

  

  مختصات نقطه ي وسط پاره خط

   اين صورتدر فرض شود، ABط  نقطه ي مياني پاره خ Mاگر

2
BA

M
xx

x
+

=  

2
BA

M
yy

y
+

=  

2
BA

M
zz

z
+

=  

***  

)( اگر :تمرين  1,0,2A و )(  3,1,-1B  

  . را بدست آوريدAB نقطه ي وسط پاره خط Mمختصات نقطه ي) الف

  . را تعيين كنيدOMطول پاره خط ) ب

)(و 1,0,2A)( اگر:تمرين  3,2,3Bو)(  1,2,-1C باشند، طول ميانه يمثلثي سه رأس AMرا بيابيد .  

)( اگر:تمرين 1,-3,2−A و )(  1,2,-3B ،و مبدأ مختصات سه رأس يك مثلث باشند   

  . را بيابيدOMطول ميانه ي: ب .                               را تعيين كنيد AOBنوع مثلث : الف

),,( و 5,1,5A)( اگر:تمرين  234B و ),,(  123- −C ،سه رأس يك مثلث باشند   

  .مساحت و محيط مثلث را بدست آوريد: ب .                                را تعيين كنيدABCنوع مثلث : الف

A 
B 

C 

A 

M 

B 
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 4صفحه ي 

  بردار ها در فضاي سه بعدي

مانند پيكان . را يك پيكان مي نامند3Rهر پاره خط جهت دار در فضاي    
→

AB  

  .هر پيكان داراي مختصاتي به صورت زير است

),,( ABABAB zzyyxxAB −−−=

→

  

بـه عبـارت    .دو پيكان وقتي مساويند كه مختصات يكسان داشـته باشـند      

  .هم راستا و هم اندازه باشند ديگر هم جهت،

بـردار  (مختصات باشد را يك بردار    دأهر پيكان كه نقطه ي ابتداي آن مب       

مانند .  مي نامند3Rدر) مكان
→

OP  

  :مثلاً مي نويسند . با مختصات نقطه ي پاياني آن نمايش داده مي شود3Rهر بردار در 

),,( 321 aaap =
r

  

  . مؤلفه هاي بردار ناميده مي شوند1a و 2aو 3aكه در آن اعداد حقيقي

  

    بنابراين در اينجا فقط ويژگي هاي بردار ها را بررسـي           .  داراي يك بردار مساوي آن مي باشد       3R هر پيكان در فضاي    :تذكر

  .مي كنيم

)( اگر :تمرين  1,2,4A  ابتدا و )(  -1,3,2B    مـساوي پيكـان  ) بردار مكـان (مختصات بردار  .اشندبانتهاي يك پيكان
→

AB را 

  .بدست آوريد

)( بردار هاي :تمرين  1,2,3=p
r

)( و   1,-2,4=q
r

  .ايش دهيد نم3R را در دستگاه 

  

  

  

***  
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 5صفحه ي 

  : نتيجه

مي توان با يك بردار و   را 3Rيعني هر نقطه ي. يك تناظر دو سويي برقرار است3R و نقاط فضاي 3R بين بردار هاي-1

  .داد نمايش 3Rهر بردار را مي توان با يك نقطه در

o برداري كه نقطه ي پاياني آن مبدأ مختصات باشد را بردار صفر مي نامند و آنرا با -2
r

  . نمايش مي دهند

)(0,0,0=o
r

  

),,( طول بردار-3 321 aaaa =
r

|| با كه  a
r

   است با نشان داده مي شود برابر 

222
321 aaaa ++=||

r
  

aدر اين صورت براي هر بردار مانند
r

  : در فضا مي توان نوشت

2222
321 aaaa ++=||

r
  

  . دو بردار را مساوي گويند هرگاه مؤلفه هاي نظير به نظير آنها مساوي باشند-4

332211321321 babababbbaaa ===→= ,,),,(),,(

  

  

bغير صفر  زاويه ي بين دو بردار       -5
r

a و 
r

كـه  θ زاويه اي است ماننـد  

πθهمواره در محدوده ي    . قرار دارد0≥≥

  

),,( اگــر:تعريــف 321 aaaa =
r

),,( و 321 bbbb =
r

ــردار   دو ب

baباشند، حاصل جمع اين دو بردار را كه با 
rr

  .مي دهيم، به صورت زير تعريف مي كنيم  نشان+

),,(),,(),,( 332211321321 babababbbaaaba +++=+=+
rr
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 6صفحه ي 

),,(اگر:تعريف 321 aaaa =
r

a در بـردار r يك عدد حقيقي باشد،حاصل ضـرب r يك بردار و 
r

 كـه بـه ضـرب اسـكالر     

   .را به صورت زير تعريف مي كنيممعروف است،

),,(),,( 321321 rararaaaarar ==
r

  

  :نتيجه 

a قرينه ي بردار -1
r

a را با 
r

a در بردار-1 نمايش مي دهند كه از حاصل ضرب عدد −
r

  . بدست مي آيد

),,( 321 aaaaa −−−=−=−
rr

1  

),,(  اگر    -2 321 aaaa =
r

),,(و  321 bbbb =
r

ba دو بردار باشند، در اين صورت تفاضل ايـن دو بـردار يعنـي              
rr

 را  −

  .مي توان به صورت زير تعريف كرد

),,(),,(),,()( 332211321321 babababbbaaababa −−−=−−−+=−+=−
rrrr

  

  

  

  

  

a يك عدد حقيقي وr  اگر-3
r

  ر باشد، در اين صورت يك بردا

ar مثبت باشد، بردار rاگر) الف
r

a با بردار
r

  . هم جهت است

  

ar منفي باشد، بردار rاگر ) ب
r

a در جهت مخالف بردار
r

  . است

  

ar باشد، بردار صفر rاگر ) ج
r

  .نيز صفر است 

||||||در هر صورت ) د arar
rr

   : زيرا =

||||||)(

)()()(||

araaaraaar

arararrararaar

r

r

=++=++=

++=++=

2222222

222222222

321321

321321
  

b اگر:نتيجه
r

a و
r

bra بطوري كهrود دارد يك عدد حقيقي و ناصفر مانند دو بردار غير صفر و موازي باشند،پس وج
rr

=  

a
r
 

ar
r

 

b
r
 

a
r
 

ba
rr

− 

b
r

− 

a
r
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r
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)( اگر :تمرين  23, ,  1 −=a
r

)( و   01, ,  4 −−=b
r

  . تساوي هاي زير را كامل كنيد

=+ |||| ba
rr

) 7  =− ba
rr

23) 4  =+ ba
rr

)1  

=|a|
r

2) 8  =|| a
r

) 5  =− ba
rr

)2  

=+ || ba
rr

) 9  =||b
r

) 6  =a
r

2) 3  

cفرض كنيم كه  :قضيه 
r

b و 
r

a و 
r

o سه بردار دلخواه و
r

  : دو عدد حقيقي باشند، در اين صورتs وr بردار صفر و

1 (abba
rrrr

asarasr) 6  خاصيت جابجايي جمع بردار ها               +=+
rrr

+=+ )(  

2 (cbacba
rrrrrr

++=++ )()() 7   خاصيت شركت پذيري جمع بردار ها)()( asrars
rr

=  

3 (aaooa
rrrrr

=+=+  8 (aa
rr

=1  

4(oaaaa
rrrrr

=+−=−+ )()(  9 (oa
r

=0   

5 (brarbar
rrrr

+=+ )(  10 (oor
rr

=  

  . كنيدفوق را ثابتي  قضيه :تمرين

cba در هر مورد مجموع بردار:تمرين 
rrr

  . را رسم كنيد++

  

  

  

  

  

  

ocba با توجه به شكل مقابل ثابت كنيد كه:تمرين 
rrrr

=++   

dbaواضح است كه : حل
rrr

cd و +=
rr

−=  

  لذا 

occcdcba
rrrrrrrr

=+−=+=++  

a
r
 

b
r
 

c
r
 

a
r
 b

r
 

c
r
 )ب(  )الف(  

a
r
 b

r
 

c
r
 

a
r
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 8صفحه ي 

  

  )يكه( بردار واحد

  . مي نامند واحدربردا كه اندازه ي آن برابر يك باشد را هر بردار

)(  نشان دهيد كه بردار:تمرين
14

2-
,

14

1-
,

14

3
=a

r
  . يك بردار واحد است

  

i=1,0,0)( از بين بردار هاي واحد، بردار ها ي       
r

j=0,1,0)(  و 
r

k=0,0,1)(  و 
r

 

  .هميت ويژه اي برخوردارند را بردار هاي واحد مختصات مي نامندكه از ا

  

  .هر بردار را مي توان برحسب بردار هاي واحد مختصات نوشت

kajaiaa

aaaa

aaaa

aaaa

rrrr

r

r

r

321

321

321

321

++=→

++=→

++=→

=

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(

),,(

100010001

000000
  

aبراي هر بردارغير صفر مانند 
r

aبردار جهت  برداري موسوم به 
r

  .ير تعريف كرد مي توان به صورت ز

a
a

ea
r

r
r
r

||

1
=  

  

  :نتيجه

aبردار جهت بردار  -1
r

  .  برداري با طول واحد است

1
111

==== ||
||

|||
||

||
||

||| a
a

a
a

a
a

ea
r

r
r

r
r

r
r
r  

  چون -2
|| a

r
1

aبردار جهت بردار مثبت است،  
r

a  هم راستا و هم جهت با 
r

  . مي باشد

a بردار جهت بردار -3
r

a جهت 
r

  . را مستقل از اندازه آن مشخص مي كند

  

x 

z 

i
r
 

y  j
r
 

k
r
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r
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a
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   :نتيجه 

  :با توجه به تعريف فوق مي توان نوشت

aeaa r
rrr
||=  

||يعني هر بردار با يك كميت عددي غير منفي a
r

ae كه اندازه ي آن است و يك جهت 
r
r

  . مشخص مي شود

  

)( اگر :تمرين  1,23,−=a
r

  . يك بردار باشد

aبردار) الف
r

  . را بر حسب بردار هاي واحد مختصات بنويسيد

aاندازه ي بردار) ب
r

  . را تعيين كنيد

aر جهت برداربردا) ج
r

  . را بنويسيد

  

kjiaاگر  :تمرين
rrrr

532   . باشدr=2 و =−+

arاندازه ي بردار) الف
r

  . را بدست  آوريد

arبردار جهت بردار) ب
r

  . را بنويسيد

  

jia اگر:تمرين
rrr

23 kjib و=+
rrrr

++−=   .تساوي هاي زير را كامل كنيد.  باشد2

ba
e rr
r

+
||د               ( ba

rr
b||ج                (+

r
||ب                   ( a

r
  الف (

  

***  
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  ضرب داخلي دو بردار

bاگر
r

a و 
r

) ضرب نقطـه اي   (در اين صورت ضرب داخلي      . زاويه ي بين آنها در نظر گرفته شود        θ دو بردار غير صفر باشند و        

  .دو بردار به شكل زير تعريف مي شود

  

θcos||||. baba
rrrr

=   

  

b||=3 اگر   :تمرين
r

||=12 و  a
r

b و زاويه ي بين دو بردار      
r

a و 
r

حاصل ضرب داخلـي ايـن دو       .  درجه باشد  30 برابر   

  .بردار را بدست آوريد

  

  :نتيجه

  . حاصل ضرب داخلي دو بردار هميشه يك عدد حقيقي است-1

b اگر-2
r

aو
r

aتصوير قائم بردار . زاويه ي بين آنها فرض شودθ دو بردار غير صفر باشند و
r

b روي امتداد بردار
r

 را مي توان 

  .به شكل زير تعيين كرد

b
b

ba
a

r
r

rr
r

2

 

||

.
=′  

  .اثبات لازم نيست

a قرينه ي بردار غير صفر-3
r

b نسبت به امتداد بردار غير صفر
r

  . را مي توان به شكل زير تعيين كرد

aaa
rrr

−′=′′ 2  

  

  :پس.همنهشت هستند) ض ز ض(با توجه به شكل دو مثلث رسم شده به حالت : اثبات

ab
|b|

ba
aaa

aaaa

rr
r

rr
rrr

rrrr

−=−′=′′

−′+=′′

2

 2
2

2

.

)(

  

***  

b
r
 

a
r
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b
r
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a
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  ويژگي هاي ضرب داخلي

abba.  ضرب داخلي دو بردار خاصيت جابجايي دارد:ويژگي اول ضرب داخلي
rrrr
.. =  

ababbaba:    اثبات
rrrrrrrr
.cos||||cos||||. === θθ  

b براي هر دو بردار غير صفر:ويژگي دوم ضرب داخلي
r

a و
r

   هموارهrر عدد حقيقي و ه

brabarbar
rrrrrr
.).(. ==  

  .اثبات لازم نيست

a براي هر بردار غير صفر:ويژگي سوم ضرب داخلي
r

   همواره 

2||. aaa
rrr

=  

  : پسθ=0واضح است كه : اثبات

}
2

1

0 ||cos||||. a|a||a|aaaa
rrrrrrr

===  

aر بردارو اگ
r

  .تساوي بديهي است. صفر باشد

b براي هر دو بردار غير صفر:ويژگي چهارم ضرب داخلي
r

a و
r

a اگر 
r

b بر
r

ba=0 عمود است، آنگاه 
rr
   و بر عكس .

aاگر :اثبات
r

b بر
r

  : پس. عمود باشد

}
0

2

0

==→= θ
π

θ cos||||. baba
rrrr

  

ba=0اگر
rr
||||θcos=0  پس . ba

rr
b||≠0 و چون

r
||≠0  و a

r
 يعني θcos=0  لذا 

2

π
θ =   

  : طبق تعريف ضرب داخلي واضح است كه:نتيجه

kبردار هاي) الف
r

j و
r

i و
r

  . يكه هستند

1=== |||||| kji
rrr

  

  :طبق ويژگي سوم ضرب داخلي داريم) ب

a
r
 2

π
θ = 

b
r
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1222 ====== ||||||... kjikkjjii
rrrrrrrrr

  

   مختصات دو به دو بر هم عمودند، لذاچون بردار هاي واحد) ج

0====== jkkjikkiijji
rrrrrrrrvrrr
......  

***  

  قضيه ي كسينوسها

 مربع هر ضلع با تفاضل مجمـوع مربعـات دو ضـلع و دو برابـر          ABCدر هر مثلث    

  .حاصل ضرب اين دو ضلع در كسينوس زاويه ي بين آنها برابر است

θcosbccba 2222 −+=  

  

آنگاه سه حالت زير را خواهيم . را رسم مي كنيمAC وارد بر ضلع BHارتفاع : اثبات

  .داشت

  

  :داريم.  عمود شودAC برBHاگر) 1حالت 

θθ coscos: cAH
c

AH
ABH =→=
∆

  

θcos

)(:

:

bcbcbAHbAHBHa

AHbBHaCHBHaBCH

AHBHcABH

c

22 222

2

222

222222

222

−+=−++=→

−+=→+=

+=
∆

∆

4434421

  

  :داريم. عمود شود AC بر امتدادBHراگ) 2حالت 

θ

θθπ

cos

cos)cos(:

cAH

c

AH

c

AH
ABH

−=→

=−→=−
∆

  

b 

a 

c 

C 

B 

A 

θ 

b 

a 

c 

C 

B 

A 

θ H 

b 

a 

c 

C 

B 

A 

θ 

H 
θπ − 
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θcos

)(:

:

bcbcbAHbAHBHa

AHbBHaCHBHaBCH

AHBHcABH

c

22 222

2

222

222222

222

−+=+++=→

++=→+=

+=
∆

∆

4434421

  

  :پس .  قائم الزاويه استABC منطبق باشد، پس مثلث AB بر ضلع BHاگر) 3حالت 

222 cba  و چون =+
2

π
θ   . حكم بديهي است=

  

  

  

),,( اگر :قضيه 321 aaaa =
r

),,( و 321 bbbb =
r

    دو بردار باشند، در اين صورت

332211 babababa ++=
rr
.  

  .طبق قضيه ي كسينوس ها داريم: اثبات

  

  

  

  

332211

332211

332211

321321332211

babababa

babababa

babababa

babbbaaabababa

bababa

Cosbababa

++=→

−=++−→

−=−−−→

−+++++=−+−+−→

−+=−→

−+=−

rr

rr

rr

rr

rrrrrr

rrrrrr

.

.)(

.

.)()()()()(

.||||||

||||||||||

22

2222

2 

2

2

222222222

222

222 θ

  

πθ يا θ=0اگر    .قضيه بديهي است.  باشد=

b 

a 

c 

C 

B 

A 

2

π
θ =
 

a
r
 

a
r
 a

r
 

b
r
 

b
r
 b

r
 

ba
rr

− 
ba
rr

− 
ba
rr

− 

θ 
θ 

θ 

2
0

π
θ << 

πθ
π

<<
2

 
2

π
θ = 
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c اگر:ويژگي پنجم ضرب داخلي
r

b و
r

a و
r

   سه بردار باشند،آنگاه

cabacba) الف
rrrrrrr
..).( cbcacba) ب                                               +=+

rrrrrrr
..).( +=+  

  : اثبات

),,(گيريم كه   321 cccc =
r

),,( و 321 bbbb =
r

),,(و 321 aaaa =
r

  :  در اين صورت

cabacacacabababa

cbacbacbacba
rrrr

rrr

..)()(

)()()().(

+=+++++=

+++++=+

332211332211

333222111  

  .اثبات قسمت ديگر نيز به همين صورت انجام مي گيرد

  :نتيجه

dاگر) 1
r

c و 
r

b و
r

a و
r

  : چهار بردار باشند،پس

dbdacbcadbacbadcba
rrrrrrrrrrrrrrrrrr
....).().()).(( +++=+++=++  

bاگر) 2
r

a و
r

  :در اين صورت. زاويه ي بين آنها باشدθ  دو بردار غير صفر و 

||||

.
cos

ba

ba
rr

rr

=θ  

aبنابر اين مي توان زاويه ي بين هر بردار مانند
r

  . و محور هاي مختصات را به صورت زير بدست آورد

  

             
||||||

.
cos

a

a

ia

ia
rrr

rr
1==α  

            
||||||

.
cos

a

a

ja

ja
rrr

rr
2==β    

            
||||||

.
cos

a

a

ka

ka
rsr

rr
3==γ  

a زاويه ي بين بردارαكه در آن   
r

iبردار(  و محور طولها در جهت مثبت آن
r

 و محـور عرضـها   a زاويه ي بين بردارβ و ) 

jبردار( در جهت مثبت آن   
r

a زاويه ي بين بردار  γهمچنين و) 
r

kبردار(  در جهت مثبت آنارتفاع ها و محور 
r

. مـي باشـند   ) 

a بردار زاويه هاي هادياين سه زاويه را 
r

  . مي نامند

a
r
 

y 

z 

x 

o 

i
r
 

j
r
 

k
r
 

α 

β 
γ 
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  :توجه داشته باشيد كه مثلاً در مورد اول داريم

||||

)()()(

||||

.
cos

a

a

a

aaa

ia

ia
rrrr

rr
1321 =

×
++

==
1

001
α  

)(اگر :تمرين  1,2,-2=a
r

)( و  1,2,2=b
r

  : مطلوبست تعيين

  ضرب داخلي دو بردار) الف

aتصوير قائم بردار )ب
r

b روي امتداد بردار 
r

  

aقرينه ي بردار ) ج
r

bاد بردار  نسبت به امتد
r

  

)(اگر :تمرين  1,2,-2=a
r

)( و  32, ,  1=b
r

ba مطلوبست تعيين قرينه ي بردار
rr

ba نسبت به امتداد بردار −
rr

+  

)(نشان دهيد كه دو بردار: تمرين  5,74, −=a
r

)( و  2,2-1, =b
r

  . بر هم عمودند

)( زاويه ي بين دو بردار:تمرين  2,  2,-1=a
r

)( و  0,  1,-1=b
r

  . را بيابيد

)( كسينوس زاويه هاي هادي بردار:تمرين  2,  2,-1=a
r

  .  را بدست آوريد

a زاويه هاي هادي بردار غير صفرα وβ وγ اگر:تمرين
r

  :ثابت كنيد كه. باشند

1222 =++ γβα coscoscos  

  :حل

1
2

2

2

222
222222 ==

++
=++=++

||

||

||
)
||

()
||

()
||

(coscoscos
a

a

a

aaa

a

a

a

a

a

a
r

r

rrrr
321321γβα  

  .درجه بسازدγ=60 و β=135 وα=45 آيا برداري در فضا وجود دارد كه با محورهاي مختصات زواياي:تمرين

  :زيرا.خير چنين برداري وجود ندارد: جواب

1
4

5

4

1

4

2

4

2

2

1

2

2

2

2

6013545

222

222222

≠=++=+−+=

++=++

)()()(

coscoscoscoscoscos γβα
  

c اگر:تمرين
r

b و
r

a و
r

caba سه بردار غير صفر و
rrrr
.. cb: آيا مي توان نتيجه گرفت كه .=

rr
  ؟=

cabaمثال زير نشان مي دهد كه. خير: جواب
rrrr
.. cb  در حالي كه =

rr
  . است≠
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cbcaba

c

b

a
rrrrrr

r

r

r

=→/=→








=

=

=

..

)(

)(

)(

,-2 ,-2 4

,-1 ,-1 2

,1 ,1 1

  

b اگر دو بردار :تمرين
r

a و
r

)( موازي باشند و ,2 ,-2 1=a
r

ba=15 و 
rr
b مختصات بردار.

r
  . را تعيين كنيد

***  

  ضرب خارجي دو بردار

),,(فرض كنيم كه     321 aaaa =
r

),,( و    321 bbbb =
r

aضرب خارجي. دو بردار باشند 
r

b در
r

ba را كـه بـا نمـاد    
rr

× 

  .نمايش داده مي شود،به صورت زير تعريف مي كنيم

  

  .مؤلفه هاي برداراول بالا و مؤلفه هاي بردار دوم پايين قرار مي گيرند

  

),,(

),,(

122131132332

21

21

13

13

32

32

babababababa

bb

aa

bb

aa

bb

aa
ba

−−−=

=×
rr

  

)( اگر:تمرين 3,  1,  2 −=a
r

)( و  4,  2,  1 −−=b
r

  . در اين صورت بردار هاي زير را محاسبه كنيد

=× aa
rr

×=ج                                ( ab
rr

×=ب                              ( ba
rr

  الف (

  :نتيجه

  .ضرب خارجي دو بردار همواره يك بردار است) 1

  .ضرب خارجي دو بردار خاصيت جابجايي ندارد) 2

  ويژگي هاي ضرب خارجي

bبراي هر دو بردار :ب خارجيويژگي اول ضر
r

a و
r

)( همواره  abba
rrrr

×−=×  

  :اثبات

 
2a 

3a 1a 

 شروع

 
2b 

3b 1b 

 شروع
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)(),,(

),,(

),,(

ababababababab

babababababa

bababababababa

rr

rr

×−=−−−−=

−−−−=

−−−=×

122131132332

211213313223

122131132332

  

a براي هر بردار:ويژگي دوم ضرب خارجي
r

oaa همواره 
rrr

=×  

  :اثبات

oaaaaaaaaaaaaaa
rrr

==−−−=× )(),,( 0,  0,  0122131132332  

bبراي هر دو بردار :ويژگي سوم ضرب خارجي
r

a و
r

  r هر عدد حقيقي همواره 

brabarbar
rrrrrr

×=×=× )(  

  :اثبات

)(

),,(

),,(

),,(),,(

bar

babababababar

brabrabrabrabrabra

bbbrararabar

rr

rr

×=

−−−=

−−−=

×=×

122131132332

122131132332

321321

  

  .اثبات قسمت دوم به همين صورت انجام مي شود

cر سه برداربراي ه :ويژگي چهارم ضرب خارجي
r

b و
r

a و
r

  . داريم

)()()( cbcacba
rrrrrrr

)()()(                         ب (+×=×+× cabacba
rrrrrrr

  الف (×+=×+×

  :اثبات

)()(

),,(),,(

))()(

),()(),()((

))()(),()(),()((

),,(),,()(

caba

cacacacacacababababababa

cacababa

cacababacacababa

cbacbacbacbacbacba

cbcbcbaaacba

rrrr

rrr

×+×=

−−−+−−−=

−+−

−+−−+−=

+−++−++−+=

+++×=+×

122131132332122131132332

12211221

3113311323322332

112221331113223332

332211321

 

                                                                           

 

  

  .اثبات قسمت دوم نيز به همين شكل صورت مي گيرد
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dاي بردار هاي بر :نتيجه
r

c و
r

b و
r

a و
r

  : داريم

)()()()()()( dbcbdacadcba
rrrrrrrrrrrr

×+×+×+×=+×+  

  :اثبات

)()()()()()()()( dbdacbcadbacbadcba
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

×+×+×+×=×++×+=+×+  

)( اگر :تمرين 1,  1,  2 −=a
r

  . ضرب هاي زير را انجام دهيد

)( jia
rrr

jiaب                          (××
rrr

××   الف ()(

)()(يعني .  ضرب خارجي دو بردار خاصيت شركت پذيري ندارد:نتيجه cbacba
rrrrrr

××≠××  

bفرض كنيم  :قضيه
r

a و
r

  در اين صورت.  دو بردار دلخواه باشند

0=× ).( bab
rrr

×=0                                ب     ( ).( baa
rrr

  الف (

  : اثبات

0=−+−+−=

−+−+−=×

123213312132231321

122133113223321

baabaabaabaabaabaa

babaababaababaabaa )()()().(
rrr

  

  .اثبات قسمت دوم به همين شكل انجام مي شود

b اگر :نتيجه
r

a و 
r

 دو بردار نامساوي و غير صـفر باشـند، در ايـن صـورت               

ba
rr

a نيز غير صفر بوده و هم بر       ×
r

b و هـم بـر   
r

 عمـود اسـت و لـذا بـر     

bصفحه ي شامل 
r

a و
r

  . عمود خواهد بود

  

)( برداري پيدا كنيد كه بر هر دو بردار :تمرين 3,  ,-1 4=a
r

)( و   2,3,-1=b
r

  . عمود باشد

baكافي است كه يكي از دو بردار: حل
rr

abيا  ×
rr

  . را تعيين كنيم×

)( 8,10,14−=× ba
rr

)( يا  1410,8, −−=× ab
rr

  

  

)( برداري به طول واحد بيابيد كه بر بردار هاي :تمرين 2,  2,  1=a
r

)( و  2-,  2,  1−=b
r

  . عمود باشد

ba
rr

× 

b
r
 

a
r
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b براي هر دو بردار غير صفر:قضيه
r

a و
r

  :داريم.است) كوچكترين زاويه ي بين آنها (θ كه زاويه ي بين آنها 

θsin|||||| baba
rrrr

=×  

  :اثبات

θθ

θ

θ

θ

sin||||||sin||||||

)cos(||||||

cos||||||||||

)cos|||(|||||||

).(||||||

)())((||

||

)()()(||

babababa

baba

bababa

bababa

bababa

babababbbaaaba

babbaabababbaaba

babbaababa

bababababababa

rrrrrrrr

rrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rr

rr

=×→=×→

−=×→

−=×→

−=×→

−=×→

++−++++=×→

+−++−+

+−=×→

−+−+−=×

2222

2222

222222

2222

2222

22222222

22222222

22222

2222

1

22 

2

332211321321

1221212131313113

23323232

122131132332

  

  

bبراي هر دو بردار غير صفر:ويژگي پنجم ضرب خارجي
r

a و
r

a اگر
r

b با 
r

obaآنگاه . موازي باشد
rrr

   و برعكس×=

  : اثبات

obaba          :                                   حالت اول
rrrrr

=×→?||  

obababa
babaor =×→= →= → ≠→≠≠=

00
0000 θθπθ

sin||||sin||
|||||,|||

  

  

baoba:                                             حالت دوم
rrrrr
||

?→=×  

baorbabaoba
rr

321

rrrrrrr
||sinsin|||||| →=→=→=→=×→=×

≠

πθθθ  0000

0

  

)( نشان دهيد كه دو بردار :تمرين 3-,  2,  1=a
r

)( و  9,   6,- 3−=b
r

  . موازي همديگرند

  

www.fera.ir



 فصل اول....................................................... .............................................................. ................جابر عامري:تهيه كننده
 

 20صفحه ي 

b اگر :تذكر
r

a و 
r

ba دو بردار غير موازي و غير صفر باشند، بردار           
rr

 نيز غير   ×

bصفر است و برصفحه اي كه
r

a و
r

به كمك دست . در آن قرار دارند، عمود است

aتان دست از طرف   راست اگر انگش  
r

b بـه طـرف      
r

 باشـند، انگـشت شـست  در     

baجهت 
rr

  )قاعده ي دست راست( . قرار مي گيرد×

2222 ثابت كنيد كه :تمرين ).(|||||| bababa
rrrrrr

−=×  

  .طرف دوم را به طرف اول تبديل كنيد: راهنمايي

  

bبردار هاي اگر براي :تمرين
r

a و
r

||=3 داشته باشيم  a
r

b||=26 و
r

×=72 و || ba
rr

ba مقدار
rr
  .  را محاسبه كنيد.

  

||=10 اگر :تمرين a
r

b||=2 و
r

ba= 12 و
rr
ba اندازه ي  بردار.

rr
  .  را بيابيد×

***  

  مساحت متوازي الاضلاع

bبراي هر دو بردار غير صفر و غير موازي 
r

a و
r

  :در اين صورت.  مي توان يك متوازي الاضلاع به شكل زير ساخت

θθضلاع ارتفاع متوازي الا sin||||
||

||
bh

b

h
Sin

r
r =→=  

  مساحت متوازي الاضلاع=  اندازه ي قاعده  ×اندازه ي ارتفاع 

||sin|||||||| babahaS
rrrrr

×===⇒ θ  

b مساحت مثلثي كه با دو بردار غير موازي و غير صفر :نتيجه
r

a و
r

  :ست با توليد مي شود، برابر ا

|| baS
rr

×=
2

1
  

)( مساحت مثلثي را حساب كنيد كه :تمرين 0,  2,  1A و )( 3-,  0,  3B و )( , 6 2,  5Cسه رأس آن باشند .  

***  

  

ba
rr

× 

b
r
 

a
r
 

θ  

b
r
  

a
r
  

h  

πθ ,0≠  
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  حجم متوازي السطوح

cاگر
r

b و 
r

a و 
r

در اين صورت واضح است كه ارتفاع متوازي الـسطوح برابـر تـصوير    .  سه بردار غير واقع بر يك صفحه باشند        

aقائم بردار
r

cb روي امتداد بردار
rr

  :پس.  است×

  

  

  

  ارتفاع متوازي السطوح

||

|).(|
||

||

|).(|
|||

||

).(
||)(

||

).(
|||

)(
||

).(

cb

cba
cb

cb

cba
cb

cb

cba
cb

cb

cba
h

cb
cb

cba
ah

rr

rrr
rr

rr

rrr
rr

rr

rrr
rr

rr

rrr

rr

rr

rrr
r

×

×
=×

×

×
=×

×

×
=×

×

×
=→

×
×

×
=′=

222

2
  

  .توان به صورت زير محاسبه كردلذا حجم متوازي السطوح را مي 

  حجم =    اندازه ي مساحت قاعده×اندازه ي ارتفاع 

|).(|
||

|).(|
|| cba

cb

cba
cbV

rrr
rr

rrr
rr

×=
×

×
××=  

)( اندازه ي ارتفاع و حجم متوازي السطوحي را حساب كنيد كه توسـط بـردار هـاي                   :تمرين 0,  1,  1=a
r

)( و  1,  1,  0=b
r

 

)(و 1,  0,  1=c
r

  . توليد مي شود

c بردار هاي:نتيجه
r

b و
r

a و
r

×=0 روي يك صفحه واقعند، اگر و فقط اگر  ).( cba
rrr

  

cبردار هاي  اگر: اثبات
r

b و 
r

a و 
r

روي يك صفحه واقع باشند، آنگاه، حجم متوازي السطوحي كه بـا ايـن سـه بـردار سـاخته                 

×=0يعني . مي شود، برابر صفر باشد |).(| cba
rrr

×=0 لذا  ).( cba
rrr

   

×=0برعكس اگر  ).( cba
rrr

a يعني بردار  
r

cb بر بردار  
rr

cbاز طرفي بردار  .  عمود است  ×
rr

b هم بر  ×
r

c و هم بـر    
r

 عمـود           

cلذا هر سه بردار . مي باشد
r

b و
r

a و
r

  روي يك صفحه واقع مي باشند،) أ بودن به دليل هم مبد ( 

)( نشان دهيد كه سه بردار:تمرين 0,  1,  1=a
r

)( و 1,  1,  1=b
r

)( و  1,  0,  0=c
r

  . روي يك صفحه واقعند

a
r
 c

r
 

b
r
 

cb
rr

× 

ha =′
r
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***  

  :حل چند تمرين

cاگر براي سه بردار) 1
r

b و
r

a و
r

  . داشته باشيم

ocba
rrrr

||=3 و ++= c
r

b||=2 و
r

||=1 و  a
r

  

cacbbaمقدار
rrrrrr
...   . را محاسبه كنيد++

  :حل

101

00

2

2

−=+→=++→

=++→=++→=++→=++

cabacaba

cabaacabaaaoacbaaocba

rrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

....

..||....).(

  

  

402

00

2

2

−=+→=++→

=++→=++→=++→=++

cbbacbba

cbbbacbbbabobcbabocba

rrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

....

.||.....).(
  

  

903

00

2

2

−=+→=++→

=++→=++→=++→=++

cbcacbca

ccbcaccbcacoccbacocba

....

||......).(
  

  .نتايج بدست آمده در هر مرحله را نظير به نظير جمع مي كنيمحال 

7                                                                           

14214222

9

4

1

−=++→

−=++→−=++→








−=+

−=+

−=+

cacbba

cacbbacacbba

cbca

cbba

caba

rrrrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrr

rrrr

rrrr

...

)...(...

..

..

..

  

)(تصوير قائم بردار  ) 2 2,  3,  4 −=a
r

 را بر امتداد برداري كه با قسمت مثبت محور هاي مختصات زواياي حاده ي مساوي                

  .مي سازد به دست آوريد

ي آن مساوي و مثبت باشند، با قسمت مثبت محور هاي مختصات زواياي حاده      واضح است كه برداري كه هر سه مؤلفه         : حل

)(: مثلاً .ي مساوي مي سازد  1,1,1=b
r

   

aحال تصوير
r

b روي امتداد 
r

  . بصورت زير در مي آيد
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bb
b

ba
a

rr
r

rr
r

====′ )()(
||

.
1,1,11,1,1

3

3
22

  

aاگر ) 3
r

bو 
r

  ) شوارتس-نامساوي كشي( : در اين صورت ثابت كنيد كه.  دو بردار دلخواه باشند

|||||.| baba
rrrr

≤  

  : حل

|||||.|

|||||cos|||||

|cos||||||.||cos|||||.|cos||||.

||||||,|||cos|cos

baba

baba

babababababa

baba

rrrr

rrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrr

≤→

×≤ →

=→=→=

≥→≥≤→≤≤−

                                                                               

1
00,         111 θ

θθθ

θθ
  

  : ثابت كنيد كه3bو2bو1bو3a و2aو1aبراي اعداد حقيقي) 4

))((||
222222
321321332211 bbbaaabababa ++++≤++   

  :حل

))((|||||||.|
222222
321321332211 bbbaaabababababa ++++≤++→≤

rrrr
  

  : ثابت كنيد كه3a و2aو1aبراي اعداد حقيقي ) 5

33

222
2 321321 aaaaaa ++
≤

++
)(  

)(اگر قرار دهيم : حل  
3

1
,

3

1
,

3

1
=b

r
  : پس

33

9

1

9

1

9

1

3

1

3

1

3

1

222
2

3

1

2222

2222222

222222

321321

321321

321321332211

321321332211

aaaaaa

aaaaaa

bbbaaabababa

bbbaaabababa

++
≤

++
→

++++≤++→

++++≤++→

++++≤++

)(

))(()(

))(()(

))((||

43421  
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232اگر ) 6 =+− zyx222مينيمم مقدار. باشد zyx    كدام است؟++

1 (
7

4
                 2 (

7

2
                   3 (

4

7
                   4( 

2

7
     

),,(فرض كنيم كه : حل zyxb =
r

)( و  32, ,  1 −=a
r

  . شوارتس داريم–  طبق نامساوي كشي 

7

2

14

4

142

1432

941321

222222

2222

2222

2222

2222222

≥++→++≤→

++≤→

++≤+−→

++++≤+−+→

++++≤++→≤

zyxzyx

zyx

zyxzyx

zyxzyx

bbbaaabababababa

)()(

)()(

))(()))(())(())((

))(()(|||||.| 321321332211

rrrr

  

  

aفرض كنيد كه  ) 7
r

b و 
r

aثابت كنيد .ار غير صفر باشند   دو برد  
r

b بـر 
r

 اگـر و فقـط   ، عمـود اسـت  

222اگر |||||| baba
rrrr

  )قضيه ي فيثاغورس(  .+=+

  

aاگر: حل
r

b بر
r

  :  عمود باشد پس

2220

222 2

||||||

||.||....)).((||

.
baba

bbaabbabbaaabababa

baba rrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrr

+=+ →

++=+++=++=+

=→⊥
  

222اگر  |||||| baba
rrsr

  : آنگاه داريم+=+

222 2 ||.||....)).((|| bbaabbabbaaabababa
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

++=+++=++=+  

  :  و در مقايسه با فرض مي توان گفت

bab.aba
rrrrrr

⊥→=→= 002 .  

  

a
r
 

a
r
 

ba
rr

+ 
b
r
 

b
r
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aفرض كنيد كه  ) 8
r

b و 
r

||||||نامـساوي مثلـث     .  دو بردار دلخواه باشـند      baba
rrrr

 را  +≥+

  . ثابت كنيد

  :حل

||||cos|||| پس θcos≥1چون  baba
rrrr

22 ≤θلذا مي توان نوشت .  

||||||

)||||(||||||||||||||||

||.||....)).((||

baba

bababaCosbaba

bbaabbabbaaabababa

rrrr

rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

+≤+∴

+=++≤++=

++=+++=++=+

  

22

2

22222

222

θ  

  

aفرض كنيدكه) 9
r

b و
r

2222: ثابت كنيد. دو بردار دلخواه باشند 22 |||||||| bababa
rrrrrr

+=−++   

  :حل

22

2222

22

22

22

||||

||.||||.||

........

)).(()).((||||

ba

bbaabbaa

bbabbaaabbabbaaa

babababababa

rr

rrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

+=

+−+++=

+−−++++=

−−+++=−++

  

  

aفرض كنيد ) 10
r

b و 
r

ba دو بردار باشند و    
rr

ba و +
rr

baشرط لازم و كافي براي عمود بودن      .  غير صفر باشند   −
rr

 بـر  +

ba
rr

  .  را پيدا كنيد−

baودنشرط لازم و كافي براي عمود ب :حل
rr

ba بر +
rr

|||| اين است كه − ba
rr

=   

)()()).((....

..||||||||||||

||||||||

....)).(()()(

bababababbabbaaa

bbaabababa

baba

bbabbaaababababa

rrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

rrrr

rrrrrrrrrrrrrrrr

−⊥+→=−+→=−+−→

=−→=−→=→=

=→=−→

=−+−→=−+→−⊥+

00

00

0

00

2222

22

  

  .يعني در يك متوازي الاضلاع قطرها  بر يكديگر عمودند، اگر و تنها اگر لوزي باشد

a
r
 

a
r
 

ba
rr

+ b
r
 

b
r
 

a
r
 

a
r
 

ba
rr

+ b
r
 

b
r
 

ba
rr

− 
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cاگر )11
r

b و
r

a و
r

caba سه بردار غير صفر و
rrrr

cb: آيا مي توان نتيجه گرفت كه .×=×
rr

  ؟=

cabaمثال زير نشان مي دهد كه: حل
rrrr

cb  در حالي كه ×=×
rr

  . است≠

cbcaba

c

b

a
rrrrrr

r

r

r

=→/=×=×→








−−=

=

=

)(

)(

)(

)(

,0 ,0 0

1, ,0 1

,1 ,0 1

,1 ,0 1

  

aفرض كنيد ) 12
r

b و 
r

 هستند كه با يكديگر زاويه ي5 بردار هايي به طول  
4

π
مساحت مثلثي را كه توسط بـردار   . مي سازند

baهاي
rr

ba و−2
rr

23   . توليد مي شود، پيدا كنيد+

  :حل

{{{
25048

2

1
8

2

1
232

2

1
 

86262

223223

223223232

2

255

==××=×=+×−=∴

×=×+×=×−×=

×−+×−+×+×=

×−+×−+×+×=+×−

θsin|||||||||)()(|

)()()()(

)()()()()()(

bababababaS

bababaabba

bbabbaaa

bbabbaaababa

oo

rrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

43421

rrrrrr
321
rr

rrrrrrrrrrrr

rr

  

c هاي بردار) 13
r

b و 
r

a و 
r

ocba به طول واحد هستند و      =++
rrr

 انـدازه ي حاصـل ضـرب       

baخارجي دو بردار
rr

ba و+2
rr

  . را حساب كنيد2−

ocbaچون: حل =++
rrr

cايبردار ه   و 
r

b و 
r

a و 
r

پس زاويه ي بـين      . به طول واحد هستند    

b
r

a و
r

  . درجه است120 برابر 

{{{ 2

35
55522  

54

222222

2

311

==×=×=+×−∴

×=×+×=

×−+×−+×+×=+×−

θsin|||||||)(||)()(|

)()()(

)()()()()()(

bababababa

bababa

bbabbaaababa

oo

rrrrrrrrrr

rrrrrr

43421

rrrrrr
321
rrrrrr

rr
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b
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  .عبارت زير را ساده كنيد) 14

)()()( kjikkijkji
rrrrrrrrrr

++×++×−+×  

  :حل

{

jkijkji

kkjkkijkjikiji

kkjkikkjijkiji

kjikkijkji

o
vrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrr

r

×+=×+×=

×+×+×−×+×+×+×=

×+×+×+×−×−×+×=

++×++×−+×

)()()(

)()()()()()()(

)()()()()()()(

)()()(

222

  

cفرض كنيد كه ) 15
r

b و
r

a و
r

ocba سه بردار باشند و 
rrrr

  ثابت كنيد كه  .++=

accbba
rrrrrr

×=×=×  

  :حل

{ {

)()()()()()(

)()()(

)(

acbacabaocaba

oacabaaa

oacbaaocba

oo

a

rrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrv

rrrrrrrrrr

rr

r

×=×→×−=×→=×+×→

×=×+×+×→

×=++×→=++ ×

  

{ {

)()()()(

)()()()(

)()()(

)(

cbbacbba

cbabocbab

obcbbbab

obcbabocba

oo

b

rrrrrrrr

rrrrrrrsr

rrrrrrrr

rrrrrrrrrr

rr

r

×=×→×−=×−→

×−=×→=×+×→

×=×+×+×→

×=++×→=++ ×

  

accbba
rvrrrr

×=×=×∴  

dفرض كنيد كه) 16
r

cو 
r

b و
r

a و
r

   بردارهايي با خاصيت زير باشند

dcba
rrsr

dbca  و ×=×
rrrr

×=×.   

daثابت كنيد كه اگر
rr

cb و−
rr

  . غير صفر باشند،آنگاه باهم موازيند−

  :حل
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{ {

)(||)(

)()(

cbdaodcbdbddc

cdbdcabacbda

dbdc
rrrrrrrrrrvrr

rrrrrrvrrrrr

rrrr

−−→=×−×−×+×=

×+×−×−×=−×−
××  

  

cفرض كنيد كه) 17
r

b و
r

a و
r

   بردارهايي با خاصيت زير باشند

oaccbba
rrrrrrr

=×+×+× )()()(  

cثابت كنيد كه بردار هاي
r

b و
r

a و
r

  .در يك صفحه قرار دارند 

cكافي است كه ثابت كنيم حجم متوازي السطوحي كه با بردار هاي   :حل
r

b و
r

a و
r

ي بـرا . ساخته مي شود، برابر صـفر اسـت   

aاين كار دو طرف تساوي داده شده را در يكي از بردار هاي
r

bيا  
r

cيا 
r

  .مي كنيم) داخلي(  ضرب

{ 0
000

=×→=×+×+×→

=×+×+×→=×+×+×

).(.).().().(

.)]()().[()()()(

cbaoaacacbabaa

oaaccbbaaoaccbba
rrrvr

43421

rrrrrr

43421

rrr

rrrrrrrrrrrrrrrr

  

cفرض كنيد ) 18
r

b و
r

a و
r

  :ثابت كنيد كه. بردارهايي دلخواه باشند 

cbabcacba
rrrrrrrrv
).().()(   الف(××=−

obacacbcba
rrrrrrrrvv

=××+××+××   ب ()()()(

  :حل

  )الف

)(....

))(,)(,)((

))(,)(,)((

),,)((),,)((

).().(

cba

cbababacbababacbababa

bcacacabcacacabcacaca

cccbabababbbcacaca

cbabca

××==

++++++

−++++++=

++−++=

−

333221123322111332211

333221123322111332211

321332211321332211

rrrrrr

  

  .با توجه به قسمت الف طرف اول تساوي را تغيير مي دهيم  )ب
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obcaacbacbcbacbabca

bacabcacbcabcbabca

bacabcacbcabcbabca

bacacbcba

rrrrrrrvrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrr

=−+−+−=

−+−+−=

−+−+−=

××+××+××

).().().().().().(

).().().().().().(

]).().[(]).().[(]).().[(

)()()(

  

  

pفرض كنيد ) 19
r

q و 
r

r و 
r

s و 
r

spaثابـت كنيـد كـه بـردار هـا ي            .  بردار هـايي دلخـواه باشـند       
rrv

sqb و =×
rrr

×= 

srcو
rrr

  . در يك صفحه قرار دارند=×

cه با بردار هايحجم متوازي السطوحي را تعيين مي كنيم ك :حل
r

b و
r

a و
r

  . ساخته مي شود 

)]()).[(().( srsqspcba
rrrrrrrrr

××××=×  

  از طرفي

scsrc

sbsqb

saspa

rvrr

rrrrr

rrrrr

⊥→×=

⊥→×=

⊥→×=

  

  لذا 

0=×=××××→

=×××→××→

ospsrsqsp

osrsqsrsqcb
rvrvvrvrr

rrvrrrrrvrr

).()]()).[((

)()()(||)(||
  

cچون حجم متوازي السطوح برابر صفر شد، پس سه بردار و
r

b و
r

a و
r

  .در يك صفحه قرار دارند 

  

***  
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        خط در فضاخط در فضاخط در فضاخط در فضا) ) ) ) الفالفالفالف
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 صفر نباشند ولي اگر يكي از اين سه عدد صفر باشد، اين معادله بـه يكـي از   r و q و p معادله ي فوق براي حالتي است كه         ::::تذكرتذكرتذكرتذكر

  . هاي زير در خواهد آمدشكل

  .  باشدp=0اگر 

    






−

=
−
=

r

zz

q

yy

xx

oo

o

  

  .  باشدq=0اگر 







−

=
−
=

r

zz

p

xx

yy

oo

o

  

  .  باشدr=0اگر 







−

=
−
=

q

yy

p

xx

zz

oo

o
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        وضعيت نسبي دو خط در فضاوضعيت نسبي دو خط در فضاوضعيت نسبي دو خط در فضاوضعيت نسبي دو خط در فضا
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قرار دهـيم، نقطـه ي مـشترك        ) 1Lمثلاً( در يكي از معادله ها        را  بدست آمده  tحال اگر مقدار  .  متقاطع هستند  2Lو1Lپس دو خط  

  . بدست مي آيد

)( 2,  2,  2 −P  

  . نداشته باشد، دو خط متقاطع نيستندtجواب يكسان و منحصر بفرد براي(*)اگر معادلات دستگاه  ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  .به معادلات زير را تعيين كنيد2Lو1Lضع نسبي دو خط  و::::تمرينتمرينتمرينتمرين
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***  

u بردار ))))8888تمرينتمرينتمرينتمرين
r

bاگـر .  را در نظـر مـي گيـريم        استL كه موازي خط   
r

aو 
r

 

 . استLبردار هايي باشند كه از مبدأ مختصات شروع شوند و انتهاي آنها روي

  :نشان دهيد كه

buau
rrrr

×=×  

  

bچون انتهاي بردار هاي: حل
r

aو
r

  : پس.استL روي خط 

buauobuauobauuba
rrrrrrrrrrrrrrrr

×=×→=×−×→=−×→− )(||)(  

        

)( فاصله ي مبدأ مختصات را از خط گذرا از نقطه ي))))9999تمرينتمرينتمرينتمرين 3,  3 ,  3 )(و موازي بردار−− 4,  2 ,  4   . را پيدا كنيد−−

)(ابتدا خط گذرا از نقطه ي     : حل 3,  3 ,  3 )(كه موازي بردار  −− 4,  2 ,  4 فاصله ي مبدأ مختصات را تـا   باشد را نوشته و سپس      −−

  .خط بدست آمده را تعيين مي كنيم








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)(نقطه ي  فاصله ي ))))10101010تمرينتمرينتمرينتمرين   . زير پيدا كنيد را از خط2  ,1  ,0
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        صفحه در فضاصفحه در فضاصفحه در فضاصفحه در فضا) ) ) ) بببب

 با يك نقطه روي آن و يك بردار كه بـر آن       3Rفحه در فضاي  هر ص 

  .صفحه عمود است مشخص مي شود

ــر ),,(اگـ oooo zyxP  ــر ــردار غيـ ــفحه و بـ ــه از صـ ــك نقطـ  يـ

),,(صفر cban =
r

),,( باشد و  صفحه  عمود بر آن    zyxP   نقطـه 

  .آنگاه داريم.  فرض شودآني دلخواهي از 

),,( oooo zzyyxxPP −−−=  

dczbyax

czbyaxczbyax

czczbybyaxax

zzcyybxxaPPnPPn

d

=++→

++=++→

=−+−+−→

=−+−+−→=→⊥
→→

44 344 21

rr

ooo

ooo

ooooo

0

00 )()()(.

  

nبردار 
r

  . مي نامندΓرا  بردار  نرمال صفحه ي 

−+−+−=0معادله ي صفحه در حالت كلي                           )()()( ooo zzcyybxxa    

)(ويسيد كه از نقطه ي  معادله ي صفحه اي را بن::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1-,  3,   2Aگذشته و بر بردارkjin
rrrr

523   . عمود باشد=−+

  

)( معادله ي صفحه اي را بنويسيد كه از نقطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1,  2,  3−Aگذشته و بر خط بردار
1

3

2

1

3 −

+
=

−
=

zyx
  . عمود باشد

  

)(ه خط واصل بين دو نقطه يعمود منصف پارصفحه ي  معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 4,  5,  3B و)( 2,  1,  5A بنويسيد را.  

  : حل

)(  2,  4,  2−==
→
ABn

r
  

)(           ABنقطه ي وسط پاره خط  3,  3,  4oP  

10242 0323442

0

=++−→=−+−+−−→
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zyxzyx

zzcyybxxa

)()()(

)()()( ooo  

x 

y Γ 

z 

n
r
 oP P 

A 

B 

oP 

www.fera.ir



 دومفصل ......... ................................................................................................................... .....................جابر عامري:تهيه كننده
 

 12صفحه ي 

)( معادله ي خط گذرا از نقطه ي::::تمرينتمرينتمرينتمرين 0,  1,  2 −+=  5432 و عمود بر صفحه ي− zyxرا پيدا كنيد.  

)(                                                                                             : حل  4,  3 , 2 −== nu
rr

  

)( 0,  1,  2 −oP  

43

1

2

2
    

zyx
=

−

+
=

−
∴  

)(صفحه اي را بنويسيد كه از نقطه ي معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 3,  ,2 1Aبگذرد و بر محور  oy  عمود باشد.  

)(:حل  0,  1,  0== jn
rr

 

)( 3,  2,  1A  

2    =∴ y  

  

  

)( معادله ي صفحه اي را بنويسيد كه از نقطه ي::::تمرينتمرينتمرينتمرين 3,  ,2 1Aگذرد و موازي صفحه ي   بxy  باشد.  

  :حل

)(  10, ,  0== kn
rr

  

)( 3,  2,  1A  

3    =∴ z  

)( معادله ي صفحه اي را بنويسيد كه از نقاط ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1 ,- 3,  2Aو)( 1,  1,  0Bبگذرد و موازي محور طولها باشد .  

ــل nردار بـــ  :حـ
r

ــت پـــس       ــور طولهـــا عمـــود اسـ ــردار  a=0 بـــر محـ ),,( و همچنـــين بـ cbn 0=
r

 بـــر بـــردار  

)( 1-1 ,- 1-3,  0-2=
→
ABعمـــود اســـت پـــس :cbcb =⇒=−++ 02220  لـــذا بـــردار نرمـــال صـــفحه )()()(

n=0,1,1)(بصورت
r

  : مي باشد و لذا داريم

0=−+−+− )()()( ooo zzcyybxxa  

20111100معادله ي  صفحه      =+→=−+−+−→ z yzyx )()()(               
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   معادله ي صفحه در حالت هاي خاص::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

        معادلهمعادلهمعادلهمعادله        حالتحالتحالتحالت

++=0  .معادله ي صفحه اي كه از مبدأ مختصات مي گذرد czbyax  

dcz  ) هاzعمود بر محور (xyمعادله ي صفحه موازي صفحه ي =  

dax  ) هاxعمود بر محور (yzمعادله ي صفحه موازي صفحه ي =  

dby  ) هاyعمود بر محور (xzمعادله ي صفحه موازي صفحه ي =  

dczby   هاxمعادله ي صفحه ي موازي محور  =+  

dczax   هاyمعادله ي صفحه ي موازي محور  =+  

dbyax   هاzمعادله ي صفحه ي موازي محور  =+  

        

        تعيين معادله ي صفحه در حالت هاي مختلفتعيين معادله ي صفحه در حالت هاي مختلفتعيين معادله ي صفحه در حالت هاي مختلفتعيين معادله ي صفحه در حالت هاي مختلف

بنابراين در حالت هاي زير معادله .براي تعيين معادله ي صفحه بايد مختصات يك نقطه روي آن صفحه و بردار نرمال را داشته باشيم     

  .ي صفحه را با تعيين بردار نرمال مشخص مي كنيم

  

 با معلوم بودن سه نقطه ي متمايز و غير واقع بر  تعيين معادله ي صفحه::::حالت اولحالت اولحالت اولحالت اول

  يك خط راست روي آن

  

  روي آندو خط موازي و غير منطبق  تعيين معادله ي صفحه با معلوم بودن ::::دومدومدومدومحالت حالت حالت حالت 

        

        

        

يك خط و يك نقطه بيرون آن روي       تعيين معادله ي صفحه با معلوم بودن         ::::سومسومسومسومحالت  حالت  حالت  حالت  

  صفحه 

B C 

A 

→→
×= ACABn

r
 

B u
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   روي آندو خط متقاطعتعيين معادله ي صفحه با معلوم بودن  ::::چهارمچهارمچهارمچهارمحالت حالت حالت حالت 

  

)( معادله ي صـفحه اي را بنويـسيد كـه از نقـاط             ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 2,  0,  1Aو )( 4,  3,   1−B 

)(و 7,  5,  3Cبگذرد .  

  . معادله ي صفحه ي شامل دو خط به معادلات زير را بدست آوريد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  
2

1
21

−
=−=−

z
yxL   و  2:

2
1

z
yxL =−=:1  

  :پس.واضح است كه دو خط داده شده موازيند :حل

)( 0,  1,  0ALA →∈ 1  

)( 1,  2,  1BLB →∈ 2  

)(,)( 1,  1,  12,  1,  1 ==
→
ABu

r
  

)( 0,  1,  1−=×=
→
ABun

rr
  

)( 0,  1,  0AP =o  

10001101 =+−→=−+−+−−⇒ yxzyx )()()(  

***  

        صفحهصفحهصفحهصفحه    قطه از يكقطه از يكقطه از يكقطه از يكي يك ني يك ني يك ني يك نفاصله فاصله فاصله فاصله 

n بردار غير صفر ر باشد كه ب صفحه ايΓ فرض كنيم ::::قضيهقضيهقضيهقضيه
r

 است عمود 

در ايـن   . قـرار دارد  Γ) يـا روي  (را نقطه اي در نظر بگيريم كه خـارج          Pو

  :برابر است باDيعني  Γ صفحه ياز Pصورت فاصله ي نقطه ي

||

|.|

n

PPn
D r

r
o

→

=  

  .نقطه ي دلخواهي از صفحه استoPكه در آن 

  .اثبات لازم نيست
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)(فاصله ي نقطه ي    ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1,  2,   0Pرا از صفحه يΓ 0222 به معادله ي =−+++ zyxبدست آوريد .  

  :حل

),()(

)(

1,  42                                       2,  1,  1

0,  2,  2

−==

−→Γ∈

→
PPn

PP

o

oo

r
  

2
2

4

2211

4211421

===

=++=

=++−=

→

→

||

|.|

||

)()()(.

n

PPn
D

n

PPn

r

r

r

r

o

o

  

),,( فاصله ي نقطه ي  ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه 111 zyxPاز صفحه يΓبه معادله ي dczbyax   . به صورت زير است++=

222 cba

dczbyax
D

++

−++
=

|| 111  

  .  تمرين قبل را به كمك اين نتيجه حل كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

***  

        وضعيت نسبي دو صفحه در فضاوضعيت نسبي دو صفحه در فضاوضعيت نسبي دو صفحه در فضاوضعيت نسبي دو صفحه در فضا

  :حال مي توان نوشت. واضح است كه در فضا دو صفحه يا موازي يا متقاطع هستند

  

1nاگر) الف
r

2n و 
r

 مـوازي هـستند و   2Γ و1Γآنگاه دو صـفحه ي ، موازي باشند 

  برعكس

  :  بطوري كه R∈λبه عبارتي ديگر وجود دارد 








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=
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↔=↔=

21
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22211121

cc
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cbacbann

λ

λ

λ

λλ ),,(),,(
rr

  

  :به عبارت ديگر. توازي دو صفحه را مي توان از ضرب خارجي بردار هاي نرمال آنها نيز بررسي كرد::::توجهتوجهتوجهتوجه

onnnn
rrrrr

=×↔↔ΓΓ 212121 ||||  
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r
 

2n
r
 1Γ 

2Γ 

www.fera.ir



 دومفصل ......... ................................................................................................................... .....................جابر عامري:تهيه كننده
 

 16صفحه ي 

در صورتي كه دو صفحه متقاطع باشند، فصل مشترك آنهـا           ) ب

1nاين خط با برداري كه بر       . يك خط خواهد بود   
r

2n و 
r

  عمـود    

21لـذا بـا ضـرب خـارجي       .است، موازي مي باشـد     nnu
rrr

×= 

  .موازي است

1n اگر   ::::1111نكتهنكتهنكتهنكته
r

2n و 
r

  بر هم عمود باشـند، دو صـفحه بـر هـم              

  .عمودند

  . با توجه به اين مطلب اگر يك نقطه از فصل مشترك دو صفحه معلوم باشد، معادله ي آن را نيزمي توان نوشت::::2222نكتهنكتهنكتهنكته

8342 نشان دهيد كه دو صفحه ي به معادلات ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =++ zyx 1684 و =++ zyx موازيند.  

123فصل مشترك دو صفحه به معادلات معادله ي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+− zyx 2645 و =−+ zyx را بنويسيد.  

  .ابتدا نشان مي دهيم كه دو صفحه موازي نيستند:حل

)( 6,  4,  5 −=2n
r

)(و  1,  2 , 3 −=1n
r

  

1nبديهي است كه دو بردار    
r

2n و 
r

 موازي نيستند و لذا دو صفحه ي داده شده نيز موازي نيستند پس متقاطعند و فصل مشترك آنهـا                    

  .يك خط راست است

)( بردار هادي فصل مشترك      22,  23,  8=×= 21 nnu
rrr

  

)(نقطه ي  ز واقع است، پس معادله ي فصل مشترك مي  روي هر دو صفحه قرار دارد، پس روي فصل مشترك آنها ني         −− 0  ,1  ,1 

  .شود

22

1

23

1

8

+
=

+
=

zyx
  

را برابر ) zمثلاً(بدين ترتيب كه يكي از متغير هاي دستگاه  . مختصات نقطه ي مشترك را مي توان از دستگاه  زير بدست آورد::::توجهتوجهتوجهتوجه

  . را از حل دستگاه تعيين مي كنيمy وxيك عدد حقيقي ثابت قرار داده و مقدار
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  .را بدست آوريدزير  فاصله ي دو صفحه به معادلات ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

4426 =−+−Γ zyx:2 623 و =+−Γ zyx:1  

  :زيرا. واضح است كه دو صفحه ي داده شده موازيند: حل

212112

2

1 ΓΓ→→−=→
−−=

−=
||||

)(

)(
nnnn

n

n rrrr
r

r

2
4,  26, 

 2,  13, 
  

  . بدست مي آوريم2Γ انتخاب كرده و فاصله ي آن را تا صفحه ي ديگر يعني  1Γحال يك نقطه را از يكي از صفحات مانند

14
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16826

56164364,  2,  6

2,  1,  1
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1,  1,  1
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nnn
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rrr
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dczbyax فاصله ي دو صفحه ي موازي به معادلات          ::::ههههنتيجنتيجنتيجنتيج dczbyax و ++=  را نيز مي توان بـه روش زيـر          ++=′

  .محاسبه كرد

222 cba

dd
D

++

′−
=

||
  

  . حل كنيدكمك اين نتيجه تمرين قبل را به ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

***  

         صفحه در فضا صفحه در فضا صفحه در فضا صفحه در فضايك خط و يكيك خط و يكيك خط و يكيك خط و يكوضعيت نسبي وضعيت نسبي وضعيت نسبي وضعيت نسبي 

  .در فضا يك خط و يك صفحه مي توانند حالت هاي زير را داشته باشند

  .خط و صفحه متقاطعند)                     ب.      خط و صفحه موازيند) الف
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 خط و صفحه مـوازي      باشند،اگر بردار هادي خط و بردار نرمال صفحه بر هم عمود          

خط و صفحه . همچنين اگر اين دو بردار بر هم عمود نباشند. خواهند بود و برعكس

  .متقاطع مي باشند

L||Γcrbqapunnu

cban

rqpu

↔=++↔=↔⊥

=

=

00
rrrr

r

r

.

),,(

),,(

  

  

  

  

  

  .صفحه به معادلات زير را تعيين كنيد وضعيت نسبي خط و ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

1-21

1 zyx
L ==

−
22 و : =−+Γ zyx:  

  :حل

05
1,  12, 

 1 ,- 21, 
≠=→

−=

=
un

n

u rr
r

r

.
)(

)(
  

  .لذا خط و صفحه متقاطع هستند

  . نقطه ي تقاطع خط و صفحه ي تمرين قبل را بيابيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  . ي صفحه قرار دهيمط را به صورت پارامتري نوشته و در معادلهخكافي است معادله ي : حل

022122

1

=→=−−++→








−=

=

+=

tttt

tz

ty

tx

L )()()(:  

  . بدست آمده در معادله ي پارامتري خط، نقطه ي مشترك خط و صفحه پيدا مي شودtبا قرار دادن مقدار

)( 0,  0,  1P  

***  
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   ::::حل چند تمرينحل چند تمرينحل چند تمرينحل چند تمرين

   . خط و صفحه به معادلات زير داده شده اند))))1111تمرينتمرينتمرينتمرين

421

1 2+
==

− zyx
L 22 و : =−+Γ zyx:  

  .فاصله ي خط و صفحه را تعيين كنيد: ب .                        نشان دهيد كه خط و صفحه موازي يكديگرند::::الفالفالفالف

)( قرينه ي نقطه ي ))))2222تمرينتمرينتمرينتمرين 1,  2,  5 −P 3 را نسبت به صفحه ي=++ zyxبدست آوريد .  

)(عادله ي خطي را مي نويسيم كه از نقطه ي         ابتدا م :حل 1,  2,  5 −P     3 بگذرد و بر صفحه ي=++ zyx  هـادي  .  عمود باشـد

  .پس معادله ي اين خط به صورت زير است.اين خط نرمال صفحه ي مزبور است









−=

+=

+=

1

2

5

tz

ty

tx

  

  .محل تقاطع اين خط را با صفحه بدست مي آوريم

13125 −=→=−++++ tttt )()()(  

  . در معادله ي خط مختصات پاي عمود بدست مي آيدtو با قرار دادن مقدار 

)( 2,  1,  4 −H  

  .ممي آوري بدستHرا نسبت به Pقرينه ي نقطه ي′Pحال مختصات نقطه ي

)( 3,  0,  3 −′∴P  

  :هرگاه داشته باشيم.  بدست آوريدΓ را نسبت به صفحه ي L معادله ي قرينه ي خط ))))3333تمرينتمرينتمرينتمرين

1=++Γ zyx: و 
1-21

1 zyx
L ==

−
:   

 انتخاب نموده و سپس قرينه ي آنها   L دو نقطه ي دلخواه روي خط         :حل

بعـد معادلـه ي خطـي را مـي        .  بدست مي آوريـم    Γرا نسبت به صفحه ي    

  .نويسيم كه از نقاط جديد بگذرد

  

H 

P 

P′ 

n
r
 

A 

A′ 

B 

B′ 

H K 

Γ 

L 

L′ 
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LAH

tttt

tz

ty

tx

AALA

′∈′→−→

=→=++−+−→








+=

−=

−=

′→∈−−

)()(

)()()(:)(

3
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4
,  

3
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8
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3

4
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2,  4 ,  1
  

LBK

tttt
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ty
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BBLB

′∈−′→−→

−=→=−++++→








−=

+=
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′→∈−

)()(

)()()(:)(

3

2
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3

2
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3

2

3

5
,  

3

4
,  

3

4

3

2
1122

1

2

2

1 , 2,  2
  

  . معلومند′A و′Bمختصات دو نقطه از آن يعنيدر حالي كه .  را مي نويسيم′Lحال معادله ي خط 

3

16
3

14

3

2
3

4

1
3

5

     
3

14
, 

3

4
,  

3

5
,                

3

16
,  

3

2
,  1

−

−
=

−
=

−
⇒′−=′′=

zyx

ABAu

zyxrq
p

)()(

ooo

  

)( نشان دهيد چهار نقطه ي))))4444تمرينتمرينتمرينتمرين 2,  3,  2Aو)( 3,  1,  1 −−Bو)( 1,  0,  1 −Cو )( 5,  9,  5Dروي يك صفحه قرار دارند .  

سپس نشان دهيم  . بگذردAوB وCسيم كه از نقاطيكافي است معادله ي صفحه اي را بنو  :حل

  . در معادله ي بدست آمده صدق مي كندDكه نقطه ي 

),,(
ooo zyx

A 2 3 2  

),,( 3 3 1 −−−==
→→
ACV  

),,( 2 1 0==
→→
BCW  

),,(  12 3
cba

WVn −−=×=
→→r

  

02132230 =−−−+−−→=−+−+− )()()()()()( zyxzzcyybxxa ooo  

Γ               223معادله ي  صفحه −=−+−→ zyx  

  ير؟قرار دارد يا خ Γ روي صفحه يDحال بررسي مي كنيم كه نقطه ي 

Γ∈→−=−→−=−++− D222519253 ))(())(())((  

A 

B C 

→
V 

→
W 
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  .بين دو خط متنافر به معادلات زير را پيدا كنيد) طول عمود مشترك (  كوتاه ترين فاصله ي ))))5555تمرينتمرينتمرينتمرين

  
1

2

12

1
2

+
=

−
=

+ zyx
L          و     :

3211
zyx

L ==:  

21بردار :حل uun
rrr

 روي B و يـك نقطـه ي   1L روي خـط   Aطه ماننـد    يك نق .  امتداد عمود مشترك را مشخص مي كند       =×

طول تصوير بردار.  انتخاب مي كنيم2Lخط
→
AB 21 روي uun

rrr
  .طول عمود مشترك است  =×

)()(,)( 2 , 0,  12 , 0,  1     0,  0,  0 −−=⇒−−
→
ABBA  

),,(),,(),,(,),,( 555
12

21
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13
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32
112321 2121 −=
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=×=→−== uunuu

rrrrr
  

5525051 =−−++−=
→

))(())(())((.nAB
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35252525 =++=|| n
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تصوير
→
ABامتداد روي n

r
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1
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      1L و 2Lطول عمود مشترك دو خط
3

1

9

3

9

1

9

1

9

1
==++=′=

→
|)(| ABD   

  

***  

  جابر عامري دبير رياضي شهرستان باوي: تهيه كننده 

www.mathtower.org 
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  باسمه تعالي

        مقاطع مخروطيمقاطع مخروطيمقاطع مخروطيمقاطع مخروطي: : : : سومسومسومسومفصل فصل فصل فصل 

        مقاطع مخروطي مقاطع مخروطي مقاطع مخروطي مقاطع مخروطي  �

 دوران كند، سطحي بوجـود مـي آورد كـه بـه آن     ∆ با آن متقاطع است،حول خطO كه در نقطه ي d يك خط ثابت و خط     ∆اگر

  .گويندسطح مخروطي دوار مي 

 را مولـد سـطح      d را محـور و خـط ديگـر يعنـي          ∆ را رأس و خـط ثابـت       Oنقطه ي 

فصل مـشترك يـك صـفحه بـا سـطح مخروطـي دوار را مقطـع                 . مخروطي دوار گويند  

  :مقطع هاي مخروطي مي توانند. مخروطي مي نامند

 باشد و از رأس نگذرد، مقطع ايجـاد          صفحه بر محور سطح مخروطي عمود      اگر: دايره) 1

  .شده يك دايره است

اگر صفحه بر محور سطح عمود نباشد و صفحه در يك طرف سطح مخروطي : بيضي) 2

  .قرار گيرد، مقطع ايجاد شده يك بيضي است

ع اگر صفحه از رأس مخروطي نگذرد و هر دو طرف سطح مخروطي را قط ـ             : هذلولي) 3

  .نمايد ، مقطع ايجاد شده يك هذلولي است

اگر صفحه با يكـي از مولـد هـاي سـطح مخروطـي مـوازي بـوده و سـطح                     : سهمي) 4

  .مخروطي را در يك طرف رأس قطع كند،مقطع ايجاد شده يك سهمي است

  . اگر صفحه عمود بر محور و از رأس مخروطي بگذرد، مقطع ايجاد شده نقطه است:نقطه) 5

  .فحه از روي  محور بگذرد ، مقطع ايجاد شده يك خط است اگر ص:خط) 6

  .اگر صفحه بر محور منطبق باشد، مقطع ايجاد شده دو خط متقاطع است: دو خط متقاطع) 7

  . در اينجا مهمترين مقاطع مخروطي را بررسي مي كنيم

  

***  

  

 محور
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d 
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         دايره دايره دايره دايره �

  . يك فاصله ي ثابتي باشند دايره مجموعه ي  نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه ي ثابت به::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  .نقطه ي ثابت را مركز دايره و فاصله ي ثابت را شعاع دايره مي گويند

  

  

  

 

),( اگر ::::معادله ي دايره  معادله ي دايره  معادله ي دايره  معادله ي دايره   yxM            نقطه ي دلخواهي از دايـره باشـد در ايـن 

 :صورت

222

22

Ryx

ROMROM

=−+−→

=→=

)()( βα
  

),(كه در آن βαO مختصات مركز و Rاندازه ي شعاع دايره است .  

  معادله ي استاندارد دايره

222 Ryx =−+− )()( βα  

  . در حالت خاص اگر مركز دايره روي مبدأ مختصات باشد، معادله ي دايره به شكل زير خواهد آمد::::نتيجه نتيجه نتيجه نتيجه 

222 Ryx =+  

)( معادله ي دايره اي را بنويسيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين    . باشد4 مركز و اندازه ي شعاع آن−,23

)(آن  معادله ي دايره اي را بنويسيد كه مركز::::تمرينتمرينتمرينتمرين )( و ازنقطه ي−1,0   . بگذرد−2,1

)( آن  معادله ي دايره اي را بنويسيد كه مركز::::تمرينتمرينتمرينتمرين 0343  و بر خط −−,12 =−− yxمماس باشد .  

)( معادله ي دايره اي را بنويسيد كه نقاط::::تمرينتمرينتمرينتمرين 6,3−A 2,5)( وBدو سر قطري از آن باشند .  

  

  

  

),( βαO 
R 

),( yxM 

ROM = 
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  ::::معادله ي گسترده ي دايرهمعادله ي گسترده ي دايرهمعادله ي گسترده ي دايرهمعادله ي گسترده ي دايره

022 اگر معادله اي به شكل  =++++ cbyaxyxاست كه اين معادله به شرطي معادله ي دايره .  معلوم باشد  

  .)يا مساوي باشند.( برابر يك باشند2y و2xضرايب) الف

  .  نباشدxyمعادله شامل جمله ي ) ب

cbaمقدار ) ج 422   . مثبت باشد∆=+−

  . تبديل مي شودبا اين شرايط معادله ي گسترده ي دايره به معادله ي استاندارد

4

4

22

4

4

22

0
4444

0

22
22

22
22

222
2

2
222

cbab
y

a
x

cbab
y

a
x

c
bab

byy
a

axxcbyaxyx

−+
=−−+−−→

−+
=+++→

=+−−+++++→=++++

))(())((

)()(

)()(

  

  :با توجه به معادله ي بدست آمده داريم

),(
22

ba
O     مختصات مركز دايره−−

2

4

4

4 2222 cbacba
R

−+
=

−+
      اندازه ي شعاع دايره=

  . معادله ي زير داده شده است::::تمرينتمرينتمرينتمرين

0156222 =−−++ yxyx  

  .عادله ي يك دايره استنشان دهيد كه اين معادله ، م) الف

  .)به دو روش حل كنيد. ( مختصات مركز و اندازه ي شعاع آن را بدست آوريد) ب

  .نمودار دايره را رسم كنيد) ج

        

kyxyx معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+++   : در صورتي مي تواند معادله ي يك دايره باشد كه2222

1 (2−>k               2  (2−=k                 3  (2−<k                  4 (2−≥k  
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)( و2B-,3)( و1,0A)( معادله ي دايره اي را بنويسيد كه از نقاط::::تمرينتمرينتمرينتمرين 1,-2−Cبگذرد  .  

022ادله ي   فرض كنيم كه مع:حل =++++ cbyaxyxپس . بصورت باشد:  

100011,0
022

−=+→=++++ → =++++
cacaA

cbyaxyx
)(  

13230234923,
022

−=+−→=+−++ →− =++++
cbacbaB

cbyaxyx
)(        

52024121,
022

−=+−−→=+−−+ →−− =++++
cbacbaC

cbyaxyx
)(        

1 4  2

2

6

512

13123

52

1323 1

==−=→








−=−−

−=−
→





−=−−+−−

−=−−+−
 →

−=+−−

−=+− −=+

cba

ba

ba

aba

aba

cba

cba ca

,,

)(

)(

        

  :لذا

01420         معادله ي دايره 2222 =++−+⇒=++++ yxyxcbyaxyx  

***  

         از يك نقطه ي روي آن از يك نقطه ي روي آن از يك نقطه ي روي آن از يك نقطه ي روي آنروش تعيين معادله ي خط مماس بر دايرهروش تعيين معادله ي خط مماس بر دايرهروش تعيين معادله ي خط مماس بر دايرهروش تعيين معادله ي خط مماس بر دايره

222       براي تعيين معادله ي خط مماس بر دايـره ي            Ryx =−+− )()( βα 

),(در نقطه ي  oo yxMبديهي است كه اين . روي دايره از فرمول زير استفاده مي كنيم

  .فرمول از معادله ي استاندارد دايره بدست مي آيد

2Ryyxx =−−+−− ))(())(( ββαα oo  

  

)(بر دايره به معادله ي زير از نقطه ي  معادله ي خط مماس ::::تمرينتمرينتمرينتمرين  6,1Aرا بنويسيد .  

98622 =+−+ yxyx  

  

***  

  

),( oo yxM 
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         بيرون دايره و نقطه ي تماس  بيرون دايره و نقطه ي تماس  بيرون دايره و نقطه ي تماس  بيرون دايره و نقطه ي تماس  ي ي ي يروش تعيين اندازه ي پاره خط محصور بين يك نقطهروش تعيين اندازه ي پاره خط محصور بين يك نقطهروش تعيين اندازه ي پاره خط محصور بين يك نقطهروش تعيين اندازه ي پاره خط محصور بين يك نقطه

از ايـن  اندازه ي پاره خط هايي .    از يك نقطه بيرون دايره دو خط مماس بر دايره رسم مي شود      

اين اندازه به شـكل  . دو خط مماس محصور بين اين نقطه و نقطه ي تماس با يكديگر برابر است            

  .زير بدست مي آيد

  

222
RyxMT −−+−= )()( βα oo  

  

  

)(اندازه ي خط مماسي كه از نقطه ي: تمرين  2,3Aبر دايره به معادله ي زير رسم مي شود را بيابيد .  

211 22 =+++ )()( yx  

***  

 دايره ي متقاطعدايره ي متقاطعدايره ي متقاطعدايره ي متقاطع    روش تعيين وتر مشترك دو روش تعيين وتر مشترك دو روش تعيين وتر مشترك دو روش تعيين وتر مشترك دو 

براي تعيين معادله ي اين خط،      . وتر مشترك دو دايره خطي است كه از محل تقاطع دو دايره بگذرد            

  :در اين صورت داريم. معادلات دو دايره در حالت گسترده را نظير به نظير از هم كم مي كنيم

022معادله ي دايره ي اول    =++++ cbyaxyx  

022معادله ي دايره ي دوم  =′+′+′++ cybxayx  

0

02222

=′−+′−+′−⇒

=′+′+′++−++++→

)()()(

)()(

ccybbxaa

cybxayxcbyaxyx
  

  .لذا معادله ي وتر مشترك به شكل زير در خواهد آمد

0=′−+′−+′− )()()( ccybbxaa  

  

  . معادله ي وتر مشترك دو دايره به معادلات زير را بدست آوريد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

146422 =−−+ yxyx 08622  و =+++ yxyx  

),( oo yxM 

T 

 وتر مشترك

www.fera.ir



 سومفصل ....................................................... .......................................................................... .....................جابر عامري:تهيه كننده
  

 6صفحه ي 

        روش تعيين وضع دو دايره نسبت به همروش تعيين وضع دو دايره نسبت به همروش تعيين وضع دو دايره نسبت به همروش تعيين وضع دو دايره نسبت به هم

خط المركزين پاره خطي است . براي تعيين وضع  نسبي دو دايره ، اندازه ي شعاع هاي آنها را با اندازه ي خط المركزين مقايسه كنيد                 

  .كه مركز هاي دو دايره را به هم وصل مي كند

21OOd و طول خط المركزين دو دايـره  2R و شعاع 2O به مركز 2Cو دايره ي 1R و شعاع 1Oز  به مرك1Cاگر دايره ي  = 

21با فرض اينكه. باشد RR   .ل زير مي توان حالت هاي مختلف دو دايره را تعيين كرد به كمك جدو<

  

        رديفرديفرديفرديف        حالتحالتحالتحالت        رابطهرابطهرابطهرابطه        شكل نمونهشكل نمونهشكل نمونهشكل نمونه

  

  
21 RRd         1111  )متخارج.(دو دايره بيرون يكديگرند  <+

  

  
21 RRd         2222  .دو دايره مماس بيروني اند  =+

  

  
2121 RRdRR         3333  .دو دايره متقاطع اند  −>>+

  

  
21 RRd         4444  .دو دايره مماس دروني اند  =−

  

  
21 RRd         5555  )متداخل.(دو دايره درون يكديگرند  >−

  

  
0=d  6666  .دو دايره هم مركزند        

        

  . در هر مورد وضع نسبي دو دايره به معادلات داده شده را تعيين كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين







=−+−

=−+−

1632

175
22

22

)()(

)()(

yx

yx
ب                                           (







=++−

=+−++

421

0526
22

22

)()( yx

yxyx
  الف (

1O 
2O 
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        اندازه ي مماس مشترك دو دايرهاندازه ي مماس مشترك دو دايرهاندازه ي مماس مشترك دو دايرهاندازه ي مماس مشترك دو دايرهروش تعيين روش تعيين روش تعيين روش تعيين 

با توجه به اينكه دايره ها در يك طرف يا هـر دو طـرف خـط قـرار     . مماس استمماس مشترك دو دايره خطي است بر هر دو دايره        

  .ارجي و داخلي تقسيم مي شوندخط مماس مشترك به دو نوع خ. دارند

  

  

  

  

  

  

  .تعداد مماس هاي مشترك دو دايره با توجه به وضعيت نسبي آنها مطابق جدول زير است

        تعداد مماس مشترك داخليتعداد مماس مشترك داخليتعداد مماس مشترك داخليتعداد مماس مشترك داخلي        تعداد مماس مشترك خارجيتعداد مماس مشترك خارجيتعداد مماس مشترك خارجيتعداد مماس مشترك خارجي        وضع نسبي دو دايرهوضع نسبي دو دايرهوضع نسبي دو دايرهوضع نسبي دو دايره

  2  2  متخارج

  1  2  مماس خارجي

  0  2  متقاطع

  0  1  مماس داخلي

  0  0  متداخل

  

  .ط محصور بين دو نقطه ي تماس به صورت زير بدست مي آيدطول پاره خ

22 )( 21 RRdAB   خارجي  مماس مشترك =−−

22 )( 21 RRdBA   داخلي مماس مشترك ′′=−+

        

  . اندازه مماس مشترك داخلي و اندازه ي مماس مشترك خارجي دو دايره ي تمرين قبل را تعيين كنيد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

        

 داخليمماس مشترك  مماس مشترك خارجي

A 

B 
A 

B 
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        ::::چند تمرينچند تمرينچند تمرينچند تمرين

322دو مماس بر دايره ي3,0)(قطه ي  از ن ))))1111تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yx     رسم مي كنـيم تـا بـر دايـره ي در نقـاط BوA  ممـاس شـوند  .

  . را پيدا كنيدAوBمختصات نقاط 

  :پس.ث قائم الزاويه استواضح است كه مثل :حل

63

3

639

3

3

22

22

=+−→

+−=

=−=

=

=

yx

yxAM

AM

OA

OM

)(

)(

  

322: از طرفي داريم =+ yxلذا مي توان نوشت  :  







±==→
=+

=+−
21,

3

63
22

22
yx

yx

yx)(
  

1
2-

1
2

              |,| BA∴  

08622 معادله ي خط عمود بر دايره ي ))))2222تمرينتمرينتمرينتمرين =+++ yxyx از نقطه ي ),( 13   . د را بنويسي−

  .كافي است معادله ي خطي را بنويسيم كه از نقطه ي داده شده و مركز دايره بگذرد :حل

),( 43 −−Oو ),( 13 −M  

)()( 3
2

1
4

2

1

6

3

33

14

+=+→−=−

=
−
−

=
−−
+−

=

xyxxmyy

m

OO

MO

  

 

 

*** 

        

O 

M 

),( yxA 

B 

)(3,0M 

O 3 
3 

x 
x−3  

y 

www.fera.ir



 سومفصل ......................................................... ...................................................................................... ...هندسه ي تحليليآموزش 

 

 9صفحه ي 

        بيضيبيضيبيضيبيضي     �

 بيضي مجموعه ي نقاطي از صفحه است كه مجموع فواصل هر يـك از آنهـا از دو              ::::تعريف  تعريف  تعريف  تعريف  

  .نقطه ي ثابت واقع در صفحه مقدار ثابتي باشد

دو نقطه ي ثابت را كانون هاي بيضي مي نامند و مقدار ثابت را عدد ثابت بيضي گفته و آنرا                    

  . نمايش مي دهندa2با

FM وMFط هايپاره خ   . مي نامندM را شعاع هاي حامل نقطه ي′

  .  نمايش مي دهندc2فاصله ي بين دو كانون بيضي را فاصله ي كانوني مي نامند و آنرا با 

  .ي گويندنقطه ي وسط كانون ها ي بيضي را مركز بيضي م

هر بيضي داراي دو قطر مي باشد كه يكي از دو كانون گذشته و ديگري عمود بر آن در مركز 

يا قطر كانوني مي نامند     ) اطول(قطري كه از دو كانون  مي گذرد را قطر بزرگ            . بيضي است 

كانوني مي گوينـد و     يا نا ) اقصر( نمايش مي دهند و قطر ديگر  را  قطر كوچك             a2و آنرا با    

  . نمايش مي دهندb2آنرا با

  

  :واضح است كه در هر بيضي فاصله ي كانوني از قطر بزرگ كوچكتر است پس    ))))1111تذكرتذكرتذكرتذكر

122 <→<→<→′<′
a

c
acacAAFF  

نسبت 
a

c
  .ايش مي دهند نمe را خروج از مركز بيضي مي نامند و آنرا با 

1<=
a

c
e  

 e به صفر نزديكتر باشد، بيضي به دايره شبيه تر است و اگرeاگر.در واقع خروج از مركز بيضي نشان دهنده ي كشيدگي بيضي است

  . به يك نزديك شود، بيضي كشيده تر است

  . ي زير برقرار است در هر بيضي  رابطه))))2222تذكرتذكرتذكرتذكر

222 acb =+  

  . قطر هاي بيضي محور هاي تقارن و مركز بيضي مركز تقارن آن است))))3333تذكرتذكرتذكرتذكر 

M 

F ′ F A′ A 

aFMMF 2=′+ 

B 

F ′ F A′ A 

B′ 

O 

aAA           قطر بزرگ 2=′  

bBB         قطر كوچك 2=′  

cFF   فاصله ي كانوني 2=′ 
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        بررسي بيضي بررسي بيضي بررسي بيضي بررسي بيضي 

  . كنيمميدر دو حالت خاص يعني وقتي كه قطر بزرگ آن موازي با يكي از محور هاي مختصات باشد، بررسي بيضي را در اينجا 

***  

        ))))بيضي افقيبيضي افقيبيضي افقيبيضي افقي. (. (. (. ( كه قطر بزرگ آن موازي محور طول ها باشد كه قطر بزرگ آن موازي محور طول ها باشد كه قطر بزرگ آن موازي محور طول ها باشد كه قطر بزرگ آن موازي محور طول ها باشدبررسي بيضي وقتيبررسي بيضي وقتيبررسي بيضي وقتيبررسي بيضي وقتي) ) ) ) الفالفالفالف

),(اگر  βαOدر اين صورت داريم.  مركز بيضي باشد:  

  :معادله ي استاندارد بيضي در حالت كلي

1
2

2

2

2
=

−
+

−

b

y

a

x )()( βα
  

  

  :معادله ي بيضي وقتي كه مركز آن روي مبدأ مختصات باشد

1
2

2

2

2
=+

b

y

a

x
  

  

α:   ختصات رئوس بيضيم
β b

B
−

′ α  و  |
β b

B
+

aA  و  | −′ α
β| و  aA +α

β|  

  

cF:  مختصات كانون هاي بيضي −′ α
β| و  cF +α

β|  

  

***  

        

        

        

        

        

B 

B′ 

O F 
A 

F ′ A′ 

α 

β 

b+β 

b−β 

a−α a+α c−α c+α 
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        ))))بيضي قائمبيضي قائمبيضي قائمبيضي قائم. (. (. (. (ر عرض ها باشدر عرض ها باشدر عرض ها باشدر عرض ها باشدبررسي بيضي وقتي كه قطر بزرگ آن موازي محوبررسي بيضي وقتي كه قطر بزرگ آن موازي محوبررسي بيضي وقتي كه قطر بزرگ آن موازي محوبررسي بيضي وقتي كه قطر بزرگ آن موازي محو) ) ) ) بببب

  

),(اگر  βαOدر اين صورت داريم. مركز بيضي باشد:  

  :معادله ي استاندارد  بيضي در حالت كلي

1
2

2

2

2
=

−
+

−

a

y

b

x )()( βα
  

  

  :معادله ي بيضي وقتي كه مركز آن روي مبدأ مختصات باشد

                    1
2

2

2

2
=+

a

y

b

x
  

  

bB:    رئوس بيضيمختصات −′ α
β|  و  bB +α

β|  و  α
β a

A
−

′ α  و |
β a

A
+

|  

  

α:  مختصات كانون هاي بيضي
β c

F
−

′ α  و |
β c

F
+

|  

......................................................................................................  

)( و 5,3A)( معادله ي بيضي را بنويسيد كه در آن          ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 5,3−′A        8 مختصات دو سر قطر بزرگ آن بوده و=′FF  فاصـله ي 

  . كانوني آن باشد

1F-,2)( و 2,7F)( نقاط ::::تمرينتمرينتمرينتمرين   . معادله ي بيضي را بنويسيد.  مي باشد10 كانون هاي بيضي هستند كه طول قطر بزرگ آن ′

)( و 5,2A)( معادله ي بيضي را بنويسيد كه در آن          ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 5,2−′A              8/0 مختصات دو سر قطر بزرگ آن بوده و خروج از مركز آن 

  . باشد

  مطلوبست تعيين نوع بيضي و مختصات مركز، طول قطرها و فاصله ي كانوني آن. عادله ي يك بيضي به شكل زير است م::::تمرينتمرينتمرينتمرين

11181694 22 =−−+ yxyx  

        

B B′ O 

F 

A 

F ′ 

A′ 

α 

β 

c+β 

a−β 

b−α b+α 

a+β 

c−β 
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02318894بيضي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 =−−++ yxyxداده شده است .   

  .مختصات دو سر قطر ها و كانون هاي آنرا بنويسيد) الف

  .رسم كنيدنمودار بيضي را ) ب

011161849 خروج از مركز بيضي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 =−+−+ yxyxكدام است؟   

) الف
3

11
)                     ب

3

2
)                        ج

3

5
)                          د

3

7
   

144169بيضي به معادله ي  ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 =+ yxداده شده است.  

  .طول قطر ها و خروج از مركز بيضي را تعيين كنيد) الف

  .معادلات دايره هاي محاطي و محيطي بيضي را بنويسيد) ب

  :حل 

  .ابتدا معادله را به صورت استاندارد مي نويسيم: الف 

1 بيضي افقي            
916

22

=+ →=+
÷ yx

yx
14422 144169  

416
2 =→= aa  

39
2 =→= bb  

8422 ===′ )(aAAطول قطر بزرگ   

 6322 ===′ )(bBBطول قطر كوچك    

7916
2222 =→+=→+= cccba  

 
4

7
==

a

c
eخروج از مركز بيضي    

دايره ي محاطي بيضي دايره اسـت همركـز بيـضي و بـه     .  استa دايره ي محيطي بيضي دايره است همركز بيضي و به شعاع   : ب  

  :با اين تعريف داريم .   استbشعاع 

1600
22 =−+− )()( yxمعادله ي دايره ي محيطي   

900
22 =−+− )()( yxمعادله ي دايره ي محاطي   
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www.fera.ir



 سومفصل ....................................................... .......................................................................... .....................جابر عامري:تهيه كننده
  

 14صفحه ي 

        هذلولي هذلولي هذلولي هذلولي          �

 هذلولي مجموعه ي نقاطي از صفحه است كه قدرمطلق تفاضل فاصله هـاي آن               ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  .نقاط از دو نقطه ي ثابت مقدار ثابتي باشد

  

 c2دو نقطه ي ثابت را كانون ها و فاصله ي بين آنها را فاصله ي كانوني گويند و آنرا با           

  . نمايش مي دهند

FM و MFپاره خط هاي  .كانون ها مركز هذلولي است    نقطه ي وسط      را شعاع هاي ′

  . گويندMحامل نقطه ي

هر هذلولي داراي . محل تقاطع خط گذرنده از كانون ها و هذلولي را رأس هذلولي گويند

  .دو رأس فرضي نيز مي باشد

ي دو قطر است كه يكي از دو كانون  گذشته و ديگري عمود بـر آن در                  هر هذلولي دارا  

قطر ي كه از دو كانون مي گذرد را قطر كانوني مي نامند و آنرا بـا                 . مركز هذلولي است  

a2نمايش مي دهند و قطر ديگر  را قطر ناكانوني مي گويند و آنرا با b2دهند نمايش مي .  

  :واضح است كه در هر هذلولي فاصله ي كانوني از قطر كانوني بزرگتر است پس    ))))1111تذكرتذكرتذكرتذكر

122 >→<→<→′<′
a

c
cacaFFAA  

نسبت 
a

c
=<1.                        نمايش مي دهندe را خروج از مركز هذلولي مي نامند و آنرا با 

a

c
e  

  . در هر هذلولي  رابطه ي زير برقرار است))))2222تذكرتذكرتذكرتذكر

222 cba =+  

 هر هذلولي دو مجانب مايل دارد كه محل تقـاطع آنهـا مركـز هـذلولي                 ))))3333تذكرتذكرتذكرتذكر

  .است

 قطر هاي هذلولي محور هاي تقارن و مركز هـذلولي مركـز تقـارن آن                ))))4444تذكرتذكرتذكرتذكر 

  .است

F F ′ 

M 

O 

aFMMF 2=′− || 

F F ′ 

B 

O 

B′ 

A A′ 

aAA   قطر كانوني  ′=2

bBB   قطر ناكانوني  ′=2

cFF  فاصله ي كانوني ′=2

F F ′ 

B 

O 

B′ 

A A′ 
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        هذلوليهذلوليهذلوليهذلوليبررسي بررسي بررسي بررسي 

  . كنيممي آن موازي با يكي از محور هاي مختصات باشد، بررسي كانوني يعني وقتي كه قطر ، حالت خاصدر دوهذلولي را در اينجا 

......................................................................................................  

        ))))هذلولي افقيهذلولي افقيهذلولي افقيهذلولي افقي. (. (. (. ( آن موازي محور طول ها باشد آن موازي محور طول ها باشد آن موازي محور طول ها باشد آن موازي محور طول ها باشد بررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني بررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني بررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني بررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني))))الفالفالفالف

        

),(اگر  βαOدر اين صورت داريم. مركز هذلولي باشد:  

  :استاندارد هذلولي در حالت كلي معادله ي

1
2

2

2

2
=

−
−

−

b

y

a

x )()( βα
  

  

  :معادله ي هذلولي وقتي كه مركز آن روي مبدأ مختصات باشد

1
2

2

2

2
=−

b

y

a

x
  

  

: معادلات مجانب هاي هذلولي
b

y

a

x βα −
±=

−
  

: شيب مجانب ها
a

b
m ±=  

  

α:   مختصات رئوس هذلولي
β b

B
−

′ α  و  |
β b

B
+

aA  و  | −′ α
β| و  aA +α

β|  

  

cF:  مختصات كانون هاي هذلولي −′ α
β| و  cF +α

β|  

......................................................................................................  

  

B 

B′ 

O F A F ′ A′ 

α 

β 

b+β 

b−β 

a−α a+α c−α c+α 
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        ))))هذلولي قائمهذلولي قائمهذلولي قائمهذلولي قائم. (. (. (. (بررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني آن موازي محور عرض ها باشدبررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني آن موازي محور عرض ها باشدبررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني آن موازي محور عرض ها باشدبررسي هذلولي وقتي كه قطر كانوني آن موازي محور عرض ها باشد) ) ) ) بببب

  

),(اگر  βαOدر اين صورت داريم. مركز هذلولي باشد:  

  :عادله ي استاندارد هذلولي در حالت كليم

1
2

2

2

2
=

−
−

−

b

x

a

y )()( αβ
  

  

  :معادله ي هذلولي وقتي كه مركز آن روي مبدأ مختصات باشد

                    1
2

2

2

2
=−

b

x

a

y
  

  

: معادلات مجانب هاي هذلولي
b

x

a

y αβ −
±=

−
  

: شيب مجانب ها
b

a
m ±=  

bB:    رئوس هذلوليمختصات −′ α
β|  و  bB +α

β|  و  α
β a

A
−

′ α  و |
β a

A
+

|  

  

α:  مختصات كانون هاي هذلولي
β c

F
−

′ α  و |
β c

F
+

|  

......................................................................................................  

)( و5,3A)( معادله ي هذلولي را بنويسيد كه در آن      ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 5,3−′Aمختصات دو سر محور قاطع آن بوده و خروج از مركز آن 
5

8
 

  . باشد

)( معادله ي هذلولي را بنويسيد كه در آن ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 131,3 +Fو )( 131,3 −′F مختصات دو كانون و مقدار ثابت آن مساوي 

  .سپس معادله ي مجانب هاي آن را بنويسيد.  باشد4

  

B B′ O 

F 

A 

F ′ 

A′ 

α 

β 

c+β 

a−β 

b−α b+α 

a+β 

c−β 
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)( معادله ي هذلولي را بنويسيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 2,1−O3,1)( مركز وF يك كانون و خروج از مركز آن
4

5
=eباشد .  

4118984 هذلولي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 =−−− yyxxداده شده است .  

  .نوع هذلولي را بنويسيد) الف

  .مختصات كانون ها و رئوس آن را بدست آوريد) ب

  .نمودار هذلولي را رسم كنيد) ج

  

  . ها و معادلات مجانب هاي هذلولي به معادله ي زير را تعيين كنيد مختصات مركز ، كانون ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

0191624 22 =−−−− xyxy  

  

  . معادلات مجانب هاي هذلولي به معادله ي زير را بدست آوريد::::تمرينتمرينتمرينتمرين

1243236169 22 =++− yxyx  

  

743 معادله ي هذلولي را بنويسيد كه  دو خط  به  معادلات               ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+ yx 143و −=− yx        6,1)(   مجانب هاي آن وF 

  .يكي از كانون هاي آن باشند

  

ba هر هذلولي كه در آن ::::تذكرتذكرتذكرتذكر   . باشد را متساوي القطرين مي نامند=

)( معادله ي يك هذلولي متساوي القطرين را بنويسيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 5,  1Bو )( 3,  1B′دو سر قطر غير كانوني آن باشند .  
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 سهميسهميسهميسهمي     �

 سهمي مجموعه ي نقاطي از صفحه است كه فاصله ي هر يك از آن نقاط از يك خط ثابت و يك نقطـه ي ثابـت بـه يـك        ::::تعريفتعريفتعريفتعريف

  . اندازه باشد

  

  

  

  

  

 ∆بـا  نمايش مي دهند و خط ثابت را خط هادي سـهمي مـي گوينـد و آن را    Fآن را با و   نقطه ي ثابت را كانون سهمي مي نامند       

  .نمايش مي دهند

  . نشان مي دهندp2فاصله ي كانون تا خط هادي را يك پارامتر سهمي مي نامند و آن را با 

pFH 2=  

  

خطي . سهمي مي گويند نقطه ي وسط پاره خطي كه از كانون بر خط هادي عمود مي شود يك نقطه از سهمي است كه آن را رأس                    

  .كه از كانون مي گذرد و بر خط هادي عمود است را محور تقارن سهمي مي نامند و آنرا به اختصار محور سهمي نيز مي گويند

  

  

  

  

  

  

  

  

  

F 
S 

H 

M K 

p2 

MKMF = 

∆ 

F S H 

 رأس محور

 خط هادي

 كانون
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        بررسي سهميبررسي سهميبررسي سهميبررسي سهمي

  . كنيمميآن موازي با يكي از محور هاي مختصات باشد،بررسي محور كانوني حالت خاص يعني وقتي كه سهمي را در چهار در اينجا 

...................................................................................................................  

        ))))سهمي افقيسهمي افقيسهمي افقيسهمي افقي.(.(.(.( ها باشد ها باشد ها باشد ها باشدxبررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محور) ) ) ) 1111

        سهمي افقي مثبت سهمي افقي مثبت سهمي افقي مثبت سهمي افقي مثبت ) ) ) ) الفالفالفالف

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(:  معادله ي استاندارد سهمي αβ −=− xpy 42  

. معادله ي سهمي در حالت خاص وقتي كـه رأس سـهمي روي مبـدأ مختـصات باشـد                  

pxy 42 =  

),(: مختصات كانون βα pF +  

px: معادله ي خط هادي −=α  

  β=y: معادله ي محور تقارن

...................................................................................................................  

        سهمي افقي منفي سهمي افقي منفي سهمي افقي منفي سهمي افقي منفي ) ) ) ) بببب

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(:   استاندارد سهميمعادله ي αβ −−=− xpy 42  

. معادله ي سهمي در حالت خاص وقتي كه رأس سهمي روي مبـدأ مختـصات باشـد                

pxy 42 −=  

),(: مختصات كانون  βα pF −  

px: معادله ي خط هادي +=α  

  β=y: معادله ي محور تقارن

...................................................................................................................   

  

∆ 
α 

β 
H 

S 
F 

p+α 

∆ 
α 

β H S F 

p−α 
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        ))))سهمي قائمسهمي قائمسهمي قائمسهمي قائم.(.(.(.( ها باشد ها باشد ها باشد ها باشدyبررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محوربررسي سهمي وقتي كه محور كانوني آن موازي محور) ) ) ) 2222

        سهمي قائم مثبتسهمي قائم مثبتسهمي قائم مثبتسهمي قائم مثبت) ) ) ) الفالفالفالف

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(: معادله ي استاندارد سهمي βα −=− ypx 42  

. معادله ي سهمي در حالت خاص وقتي كه رأس سهمي روي مبـدأ مختـصات باشـد                

pyx 42 =  

),(: مختصات كانون pF +βα  

py: معادله ي خط هادي −= β  

  α=x: ادله ي محور تقارنمع

...................................................................................................................  

        سهمي قائم منفيسهمي قائم منفيسهمي قائم منفيسهمي قائم منفي) ) ) ) بببب

),(اگر  βαSدر اين صورت داريم. رأس سهمي باشد:  

)()(: د سهميمعادله ي استاندار βα −−=− ypx 42  

. معادله ي سهمي در حالت خاص وقتي كه رأس سهمي روي مبدأ مختصات باشد             

pyx 42 −=  

),(: مختصات كانون pF −βα  

py: معادله ي خط هادي += β  

  α=x: معادله ي محور تقارن

......................................................................................................  

  . خط هادي آن باشدx=3 رأس آن بوده و معادله ي1,3S)( معادله ي سهمي را بنويسيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  

  . كانون آن باشد3,7F)( خط هادي و y=5 معادله ي سهمي را بنويسيد كه ::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  

∆ 

α 

β 

H 

S 

F 
p+β 

∆ 

α 

β 

H 
S 

F 
p−β 
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)( معادله ي سهمي را بنويسيد كه در آن ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 11,−Sرأس و )( 13,−Fمختصات كانون آن باشد  .  

  

09822 سهمي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =++− yxxداده شده است .  

  .ع سهمي را بنويسيدنو) الف

  .اندازه ي پارامتر سهمي را بدست آوريد) ب

  

03222 سهمي به معادله ي     ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =−−− xyyمختصات رأس، كانون و معادله ي خط هـادي را نوشـته و   .  داده شده است

  .سپس نمودار سهمي را رسم كنيد

  

05222 سهمي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =−−− yxxمختصات كانون و معادله ي خط هادي آن را تعيين نموده و .  است داده شده

  .سپس نمودار سهمي را رسم كنيد

  

0222 سهمي به معادله ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين =+−− bxayyمقادير.  داده شده استb و a 2,1)( را چنان بيابيد كهSاشد رأس آن ب.  

  .كافي است كه معادله را به صورت استاندارد بنويسيم: حل 

)()(
2

2

2
222 ab

xayabxaayybxayy
−

−=−→+−=+−→=+−− 22022 22  

),(لذا رأس سهمي به صورت . سهمي افقي مثبت است a
ab

S
2

2−
  :در نتيجه خواهيم داشت.  مي باشد







=→=
−

→
=

−

=
52

2

1

2
2

1

2 b
b

ab

a

  

***  
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        مكان هندسيمكان هندسيمكان هندسيمكان هندسي     �

هرگاه مختصات نقطه اي به پارامتر بستگي داشته باشد، با تغيير پارامتر جاي نقطه در صفحه تغيير مي كند و بـه نقـاط بـي شـماري              

  . اگر اين نقاط را به هم وصل كنيم،شكل حاصل را مكان هندسي آن نقطه مي نامند.تبديل مي شود

  .زير تعريف كردبه طور كلي مي توان مكان هندسي را به صورت 

  .مكان هندسي، مجموعه ي نقاطي از صفحه است كه داراي خاصيت يكساني باشند

  . دايره ، بيضي، هذلولي و سهمي نمونه هايي از مكان هندسي در صفحه هستند::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه

***  

        معادله ي مكان هندسي معادله ي مكان هندسي معادله ي مكان هندسي معادله ي مكان هندسي 

  .كه به پارامتر بستگي نداشته باشدمنظور از معادله ي مكان هندسي يك نقطه ، رابطه اي بين طول وعرض آن نقطه است 

),( مكان هندسي نقطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 52 1 −+ mmA وقتي كه mتغيير مي كند را بنويسيد .  

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم. كافي است پارامتر را حذف كنيم: حل 

11 −=→+= xmmx  

2

5
52

+
=→−=
y

mmy  

721
2

5
+=→−=

+
→ xyx
y

  

  .لذا مكان هندسي ، يك خط راست است

***  

)cos,sin( مكان هندسي نقطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين αα ++ 2 1B وقتي كه αتغيير مي كند را بنويسيد .  

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم. كافي است پارامتر را حذف كنيم: حل 

22
111 )(sinsinsin −=→−=→+= xxx θθθ  

22
222 )(coscoscos −=→−=→+= yyy θθθ  

12121
222222 =−+−→−+−=+ )()()()(cossin yxyxθθ  

),(دايره به مركز لذا مكان هندسي ،    .مي باشدو شعاع يك  21

M 
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)cos,sin( مكان هندسي نقطه ي ::::تمرينتمرينتمرينتمرين θθ 32 41 +−+C وقتي كه θتغيير مي كند را بنويسيد .  

  .براي اين كار به شكل زير عمل مي كنيم. متر را حذف كنيمكافي است پارا: حل 

16

1

4

1
41

2
2 )(

sinsinsin
−

=→
−

=→+=
xx

x θθθ  

9

2

3

2
32

2
2 )(

coscoscos
+

=→
+

=→+−=
yy

y θθθ  

1
9

2

16

1

9

2

16

1
2222

22 =
+

+
−

→
+

+
−

=+
)()()()(

cossin
yxyx

θθ  

),(لذا مكان هندسي ، بيضي افقي به مركز  21   . مي باشد−

***  

 x=8 از خط آنها برابر نصف فاصله ي2,0)(ه ي آنها از نقطه ي مكان هندسي تمام نقاطي را در صفحه پيدا كنيد كه فاصل::::تمرينتمرينتمرينتمرين

  .باشد

  : حل

222

22

22

22

8424

822

8
01

801

02

2
2

)()(

||)(

||
|)()(|

)()(

−=+−→

−=+−→

−=
+

−+
=

−+−=

=→=

xyx

xyx

x
yx

PH

yxPF

PHPF
PH

PF

  

1
1216

4843

6416416164

22
22

222

=+→=+→

+−=++−→

yx
yx

xxyxx

  

  b=32  و a=4و در آن .  مي باشد0,0)(مكان هندسي بيضي افقي به مركز 

***  

  

x
yP | 8

yH | 

2
0|F 

08-01

8

=+

→=

yx

x
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        مقاطع مخروطي از نگاهي ديگرمقاطع مخروطي از نگاهي ديگرمقاطع مخروطي از نگاهي ديگرمقاطع مخروطي از نگاهي ديگر

  .را بكار مي بريم معادله استاندارد آن يكي از روشهاي زير عيينبراي ت اگر معادله ي يك مكان هندسي داده شده باشد،

022هر معادله به شكل     ) الف =++++ cbyaxyx βα    كه فاقد جمله ي xy ير مي تواند يكي از مقـاطع       در شرايط ز  . است

  )روش مربع كامل كردن. ( باشد1مخروطي

        شرايطشرايطشرايطشرايط        مقطع مخروطيمقطع مخروطيمقطع مخروطيمقطع مخروطي

βα  دايره =  

βα  بيضي   . ولي هم علامت هستند≠

βα  هذلولي   . ولي مختلف العلامه هستند≠

  . صفر باشندβ يا αيكي از دو ضريب   سهمي

  

αβ
αβ

β
β

α
α

βαβ
β

α
α

ββ
β

αα
α

βββ
β

ααα
α

βα

βα

4

4

22

4422

4242

4444

0

22
22

22
22

2
2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

2

2
2

22

22

cbab
y

a
x

c
bab

y
a

x

c
bb

y
aa

x

c
bb

y
b

y
aa

x
a

x

cbyyaxx

cbyaxyx

−+
=+++→

−+=+++→

−=−++−+→

−=−+++−++→

−=+++→

=++++

)()(

)()(

)()(

)()(

  

كه در دايره لازم است كه 
αβ

αβ
4

422
cba −+

==1 باشد و در حالت خاص  βα  0422 بايد >−+ cba  

  .ا رسم كنيد نوع هر يك از مقاطع مخروطي زير را تعيين كرده و نمودار آنها ر::::تمرينتمرينتمرينتمرين

016361694 22 =+−++ yxyx) الف  

                                                 
 »  دو خط متقاطع– دو خط موازي – خط – نقطه –تهي «  به جز در حالت هاي استثنايي– 1
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0882 =++ yxx) ب  

0324122 =−++ yxy) ج  

06822 =−−+ yxyx) د  

01602516 22 =−− xyx) هـ  

  

022اگر معادله ي يك مكان هندسي به صورت         ) ب =+++++ feydxcybxyax             باشـد،  مـي تـوان بـا يـك دوران 

  )روش استفاده از دوران. (را به صورت استاندارد تبديل كردمناسب آن معادله 

  . باشدθگيريم كه اين دوران به مركز مبدأ مختصات و به اندازه ي زاويه ي 

)sin()sin(

)cos()cos(

θαθα

θαθα

+=→=+

+=→=+

ry
r

y

rx
r

x

  

  

  

  

  

  

  

  

  

αα

αα

sinsin

coscos

ry
r

y

rx
r

x

=′→
′

=

=′→
′

=
        

        

r 

θ 

α x′ 

y 

y′ 

x 

),( yxP 

),( yxP    مختصات قديم نقطه   

),( yxP  مختصات جديد نقطه ′′
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







′+′=+=

′−′=−=

′′

′′
θθθαθα

θθθαθα

cossinsin.coscos.sin

sincossin.sincos.cos

yxrry

yxrrx

xy

yx

321321

321321

        





′+′=

′−′=

θθ
θθ

cossin

sincos

yxy

yxx
        

 فرض مي كنيم     θ پيدا كردن زاويه ي    براي
2

0
π

θ  و از رابطه ي    ≥≥
ca

b

−
=θ2tan  در نهايت مقدار  . 2 استفاده كنيمx و y 

  .بدست آمده را در معادله قرار مي دهيم

  

 بــا اســتفاده از دوران مناســب حــول محــور هــاي مختــصات و يــافتن معادلــه ي اســتاندارد، نــشان دهيــد كــه معادلــه ي  ::::تمــرينتمــرينتمــرينتمــرين

0103 22 =−++ yxyxمربوط به يك هذلولي است .  

  :حل

42
ن2

11

3
22

π
θ

π
θθθ =→=→=

−
=→

−
= tantan

ca

b
  










′+′=′+′=

′−′=′−′=

)(cossin

)(sincos

yxyxy

yxyxx

2

2
2

2

θθ

θθ
  

1
204

010
2

1

2

5

0102
2

1

2

1
32

2

1

010
2

2

2

2

2

2
3

2

2

0103

22
22

222222

22

22

=
′

−
′

→=−′−′→

=−′′+′+′+′−′×+′′−′+′→

=−′+′+′+′′−′+′−′→

=−++

yx
yx

yxyxyxyxyx

yxyxyxyx

yxyx

)()()(

)]([)]()][([)]([

  

  .معادله يك هذلولي افقي است

  
                                                 

2
 . در آن قرار دارد را نيز بايد مشخص كنيمθ2  ربع دايره اي كه زاويه يθ2tan با توجه به علامت عدد بدست آمده براي.  
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بــا اســتفاده از دوران مناســب حــول محــور هــاي مختــصات و يــافتن معادلــه ي اســتاندارد، نــشان دهيــد كــه معادلــه ي   ::::تمــرينتمــرينتمــرينتمــرين

729617 22 =+− yxyxمربوط به يك بيضي است .  

  :حل

72,      0,      9,      6,      17 ====−== fedcba  

10

3

10

1

5

4
2

4

3
22

1222122

22

1
221

= →= →

−= →
−

=→
−

=

=+=−

=+

θθ

θθθ

θθθθ

θ
θ

sincos

costantan

cossincoscos

cos
tan

ca

b

  

 . در ربع اول قرار داردθ لذا.  در ربع دوم واقع استθ2زاويه ي  منفي است، پس θ2tanچون 










′+′=′+′=

′−′=′−′=

yxyxy

yxyxx

10

1

10

3
10

3

10

1

θθ

θθ

cossin

sincos

  

1
49

7218872
10

180

10

80

72
10

9

10

54

10

81

10

18

10

54

10

6

10

18

10

153

10

102

10

17

7269
10

9
393

10

6
96

10

17

723
10

9
33

10

6
3

10

17

72
10

1

10

3
9

10

1

10

3

10

3

10

1
6

10

3

10

1
17

729617

22
722222

222222

222222

22

22

22

=
′

+
′

→=′+′→=′+′→

=′+′′+′+′+′′+′′−′−′+′′−′→

=′+′′+′+′−′′−′′+′−′+′′−′→

=′+′+′+′′−′−′−′→

=′+′+′+′′−′−′−′→

=+−

÷ yx
yxyx

yyxxyyxyxxyyxx

yyxxyyxyxxyyxx

yxyxyxyx

yxyxyxyx

yxyx

)()()(

)())(()(

)())(()(

  

  .معادله يك بيضي افقي است
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لــه ي  بــا اســتفاده از دوران مناســب حــول محــور هــاي مختــصات و يــافتن معادلــه ي اســتاندارد، نــشان دهيــد كــه معاد ::::تمــرينتمــرينتمــرينتمــرين

622 =++ yxyxسپس طول قطرها و فاصله ي كانوني آن را تعيين كنيد.  مربوط به يك بيضي است.  

  :حل

42
ن2

0

1
22

π
θ

π
θθθ =→=→==→

−
= tantan

ca

b
  










′+′=′+′=

′−′=′−′=

yxyxy

yxyxx

2

2

2

2
2

2

2

2

θθ

θθ

cossin

sincos

  

1
124

123

62
2

1

2

1
2

2

1

6
2

2

2

2

2

2

2

2

6

22
22

222222

22

22

=
′

+
′

→=′+′→

=′′+′+′+′−′+′′−′+′→

=′+′+′+′′−′+′−′→

=++

yx
yx

yxyxyxyxyx

yxyxyxyx

yxyx

)()()(

)]([)]()][([)]([

  

  .معادله يك بيضي قائم است

34232122 ==′→=→= aAAaa        

4242 =′→=→= BBbb        

24222412
2222 ==′→=→+=→+= cFFcccba        

***  

 xy از دوران و اگر شامل، باشدxy براي تبديل معادله ي يك مكان هندسي به شكل استاندارد،اگر معادله ي داده شده شامل             ::::توجهتوجهتوجهتوجه

  . از مربع كامل كردن استفاده مي شود،نباشد
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 ـ        ::::نتيجهنتيجهنتيجهنتيجه 022ه صـورت     اگر معادله ي يك مكان هندسـي ب =+++++ feydxcybxyax          معلـوم باشـد و قـرار دهـيم 

acb 42   : با يك دوران مناسب ثابت مي شود كه∆=−

acbعلامت  42   نوع مكان هندسي  ∆=−

   هذلولي–دو خط متقاطع   مثبت

   سهمي- كل صفحه – دو خط موازي – يك خط –تهي   صفر

   بيضي-ه  داير– نقطه –تهي   منفي

        

-01 اگر ::::تمرينتمرينتمرينتمرين 22 =++++ nymxyxyxمكان هندسي داده شده كدام مورد مي تواند باشد؟   

  دايره) سهمي                      د) بيضي                       ج) هذلولي                     ب) الف

1         ,1              54:              حل 2 =−=∆⇒−=== acbcba  

  .ذلولي باشدپس مكان هندسي مي تواند ه

  

***  
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